
а =(ixx )2. а =(iflll )2. л(i)=~(i)2д., л(t)-~(;)2.1>·
х Вх ' у Ву' а с-о: " tJ - ЛtJ U;,

х, = Bykcos <р; Ху = Bxksiп <р;

L - линия пересечения поверхности Sт+l плоскостью поперечного сечения

стержня; ixx' iyy - радиусы инерции области D относительно соответству-
о О О Г б

ющих осеи; х., У; - координаты центра тяжести отрезка "о разуемого

пересечением поверхности s; (i = 1, 2, 3, ... , т) плоскостью поперечного
сечения.

Интегрирование по Г, второй группы условий (3) с учетом формул (1),
(7) и (8) приводит к следующим соотношениям:

о о
х, У, В; В,.

T+~8y+~8x=T" ~8хСОS<Р-б;8уSIП<р=8; (11)

(i = 1, 2, 3, "', т).

Краевые условия на Т, 8х и 8у получаем непосредственныминтегриро­

ванием условий (5) и (6): на S,

Л дТ + Е (т__1 55 f(C)dF)' = о
S дs ' р' , ,

D

ЛS д:: + Е, (8х - }х 55 f~C)YdF) = О, (12)
ХХ D

ь; ~~y + Е, (8у - I~: ~5 6C

)XdF) = О,

Е, = е.Р (г = т + 2, т + 3);
при т = О

Т = +н fodF, 8х = ::х 55 foydF, е, = :у н foxdF. (13)
'D D yYD

Таким образом, для определения температурного поля т-слойной обо­

лочки с подкрепленнымкраем необходимо решигь систему дифференциаль­

ных уравнений на Т; и 8; (i = 1, 2, 3, ... , т) [1, 4) совместно с системой

уравнений (9) на Т, 8х и 8у при условиях сопряжения (11) и краевых усло­

виях (13).

ЛИТЕРАТУРА

1. Береговой С. П., Подстригач Я. С., Чернуха Ю. А. Об уравнениях теплопроводности

многослойных оболочек.- Изв. АН СССР. МТТ, 1972, N2 3, с. 105-110.
2. Григолюк Э. И., Чулков П. П. Уравнения поля температур для трехслойных оболочек.­

Изв. АН СССР. Техника, 1964, 6, N2 2, с. 88-92.
3. Смирнов И. В. Курс высшей математики. Т. 2. Фиэматтиз, М., 1954. 628 с.

4. Чернуха Ю. А. Задача теплопроводности для облучаемых многослойных оболочек.­

Мат. методы и физ.-мех. поля, 1975, вып. 1, с. 104-109.

Львовский. филиал математической

физики Института математики

АН УССР

Поступила в редколлегию

15.У 1975 г.

~ДK 539.3

В. А. Осадчук, Е. И. Труш, Е. М. Федюк

ВЛИЯНИЕ НЕОДНОРОДНОСТИ ПО ТОЛЩИНЕ

НА НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ
СЛОИСТОй ПОЛОГОй СФЕРИЧЕСКОй 050ЛОЧКИ С ТРЕЩИНОй

Использование в инженерной практике тонкостенных элементов конструк­

ций, изготовленных из новых композитных материалов (армированных

пластмасс и др.) требует разработки методики расчета на прочность этих
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(2)

элементов, учитывающей их специфические особенности. В настоящей ра­

боте рассмотрена задача о напряженном состоянии неоднородной по толщи­

не пологой сферической оболочки с прямолинейной трещиной. Неоднород­

ность оболочки заключается в том, что упругие характеристики Е и v из­

меняются с изменением нормальной к поверхности оболочки координаты,

причем так, что характеристики материала удовлетворяют обобщенному

закону Гука и остается в силе гипотеза недеформируемых нормалей.

Рассмотрим неоднородную бесконечную пологую сферическую оболоч­

ку с прямолинейной в плане трещиной длины 2l, берега которой загружены

самоуравновешивающими усилиями и моментами. Отнесем оболочку к де­

картовой прямоугольной системе координат ХОУ, начало которой совпа..
дает со срединой, а ось ОХ - с линией трещины.

. Исходя из представления компонент тензора { ец } геометрически малой

деформации в виде [3]
- (5) + (О) (' • - ) (1). ei j - ei j e'j t, J - Х, у ,

где e~i) ....:...- компоненты тензора упругой деформации, e~ - компоненты тен­
зора дисторсии, для неоднородной пологой сферической оболочки [4] по~

лучаем систему дифференциальных уравнений относительно функции на­

пряжений <р и функции прогибов w:

!!...- V2V2<p + d22 V2V2W __1_ V2 W = _ ро '(х у)
[2 [2 R 1 , ,

А 'О2П2 d22 '02'02 1 '02 AFO( )/,'J V V W-y V V <р + R V <р = - 2 ;С ' у.

Здесь

(3)

когда Вц (Z) имеет ступенчатый характер, т. .е,

I
B~? при - h <: Z «: 151 ...:- h,

дj (Z) = <~p~ ':~ ~ ~.Z. ~ ~2.~~' •

B~rp при Оn-! - h " Z <: h,
приводит к многослойным оболочкам, собранным из п однородных изотроп .
ных слоев при условии, что контакт между ними исключает взаимное про-

с . Ai О О

В = di
; I-t = -т ; А1 = О22 - D22; D1! = Klldll + K2zd22;

Dg2 = Klld22 + K22dll ; Q = Cil-C~2;
н h h

с; = ) Вц (Z) dZ; Кц = ) Вц (Z) ZdZ; о., =) Вц (Z) гчг (i, j = 1, 2);
-.~ -h -h '

· Е . Е

811= 1_\,2; B22=vB11 ; В12= 2(1+\') E=E(Z); v=v(Z);

д1 = :х; д2 = :у ; V2=дi+д~; х . ' ~ ; y=!i-;
еО О
ц, 'J<.ij - осредненные по толщине оболочки компоненты тензора дисторсии

[2] ; R и 2h - радиус срединной поверхности и толщина оболочки; Z - ко­
ордината, направленная по внешней нормали к срединной поверхности обо­

лочки.

Случай,
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скальзывание и отставаниега ко всему пакету в целом применима гипотеза

недеформируемых нормальных элементов. Выражения приведенныхжест­

костей Сц, Кц и D i j В этом случае принимают следующий вид:

n n

с., = ~ В)7) и\ - (jk-J) , Кц = +~ B\J) [д~ - д~-I - 2h «(jk - (jk-I)],
k=I k=]

n (4)
о; = +~ B)J) [д~ - д~-I - 3h (д~ - д~-]) + 3h2 «(jk - (jk-I)] ,

k=!

где (jk - расстояние от внутренней поверхности, ограничивающей оболочку,

до внешней поверхности k-ro слоя.

Вводя комплексную функцию напряжений

1 VT iФ (х, у) = R в w (х, у) + R qJ (х, у), (5)

систему уравнений (2) приводим к уравнению

V2 (V2 - л2~2) Ф (х, у) = - iл2s2 [pg (х, у) + i V .~ p~ (х, у)]. (6)

Здесь

Используя интегральное преобразование Фурье, фундаментальное решение

ФО .уравнения

получаем в виде

i
фо = 2л [КО (лsг) + lnr],

(7)

(8)

(9)

(10)

где (j (х) и Ко (х) - соответственно функции Дирака и Макдональда; г2 =
= х2 + у2.

Для рассматриваемой оболочки с трещиной Iх I -< 1, У = О поле ди­

сторсий, характеризующее разрывы перемещений и углов поворота на ли­

нии трещнны. лтри симметричной относительно линии трещины нагрузке

принимает вид

8g2 (х, у) = 82 (х) ь (у), xg2 (х, у) = Х2 (х) (j (у) при Iх I< 1,

8g2(х, у) = xg2(x, у) = о при Iх] > 1,

8~! (х,у) = 8~2 (х, у) = x~] (х, у) = X~2 (х, у) = О,

где 82 (х) = +(v+ - V-), %2 (х) = - +(8t - 82). Знаками «+» и «-»

.обозначены граничные значения соответствующей величины слева и справа

от линии трещины.

Подставляя соотношения (9) в уравнение (6) и используя фундамен­

тальное решение (8), находим выражение для функции Ф (х,у), на основа­

нии которого получим разрешающие функции qJ и ш.

Условия на контуре трещины запишем так:

N2 (x , 0) = t l (X), M 2(x , 0) = t 2(X) при Ixl-<l;
v (х, о) = о, 82 (х, о) = о при Iх 1> 1;

S (х, о) = о, Q; (х, о) = о при всех х,

где N2 , 5, Q; - соответственно нормальное, касательное и обобщенное по­
перечное усилия; М2 - изгибающий момент, определяемые на контуре тре­

щины как сумма усилий и моментов в оболочке без трещины.

. 11



Подставляя выражения для функции <р и W в формулы для определения

усилия N2 и момента М2 :

N 1 д2 ' 1 А д2 А 2 О 2 2 '
2 = [2 1<P, М2 = - [2 [ 1 lW + (д2ш + [2'К,22) - (dllдl + d2~2) <р] (11)

и удовлетворяя граничным условиям (10), для определения функции е2 (х)

и ~ (х) получаем систему сингулярных интегральных уравнении

2 l ' , ,

~ jЧJ'k(;)Кik(х-s)ds=Fi(х), /xl<1 и=1,2). (12)
k:=1 -1 '

Здесь

ЧJ'1 (s) = ~ е2 Ю; ЧJ'2 (ю = :s 'К,2 (s); Кll = - ++ К?I;

Ка = - ~ +К?2; К21 = К12; К22 = - ~2 + Kg2; , К?1 = Е, + [ 2;

К?2 = d1~1 + dllL2+VАВ [(1 -!J.) Lз - !J.L4 ] ; ~2 = P1L1+ Р2Lз +
+ 2УАВ [(1 - !J.) d12Lз - (!J.dll - с) L4 - CL"J + 2C2L6 -

- ь [(1- !J.)2 L 1 - (1- !J.2) [ 2 + [ 6 ] ;

[ 1 = (~Фз - аФ1 - ФЗ - 1)_1_ ; ' [ 2 = (2+ 1:Ф4 + m;Фз) _.1_;
т 1] 1]

Lэ = (~+ -.!.Ф4 - аФ2 +Ф1- а) _I_ ;
т 'r 1]

1)

[ 5 = ')..2 j (аЗФ2 - 2аФ1 - ФZ> d11; ,
о

1)

[ 6 = ')..2 j (а2Ф1 + 2аФ2 - Ф1) d11; Фl (1:) = - i [КО (зт) - КО (St-)];
о

Ф - d d ) "10 (1:) = КО (зт) + КО (зт): . Ф, (1:) = (ltФl(t), Ф4 (1:) = ~Ф2 (1: ;

1: = ').. 1111; ТJ = х -~; , а1 - dll'- !J.C; , а2 = ar + (3~ 2!J. -[12) Ь;

Р1 = di2+ (1 - !J.)2 С2; Р2 = dil - (2 - !J.2) С2, Ь = АВ + С2;

F " 4nb '1 '( )' (:' 1 2) 2 ' ; -2 ' . ' с
i = -А- i х t =, ; s = а + (; S = а - (; а = ,i-- .

, , У АВ

Функции K~k непрерывные для всего множества действительных значений
х и S. . ' '

Отметим, что -когда Еи 'v неизменны по -толщине оболочки, из системы
интегральных уравнений (12) получим соответствующую систему интег­
ральных уравнений для однородной пологой сферической оболочки ' с пря­

молинейной трещиной [3].
Решая систему интегральных уравнений (12) методом, ' предложенным

в работе [11, для определения коэффициентов интенсивности

k1 = limV 2rN2, k2 = lim Y2ГM2,
г~O T~O

(13)

где r - раССТОЯНl:!~ вдоль линии трещины от ее вершины, получим формулы

n-I n-I

k1= d ~ (Аm + а1Вm> , k2= d ~ (а1Аm + azBm ) . (14)
m=О m=О

Здесь
2 n

Аm = -~ Fvcosm8v ;
. n '1=1

12



Р.., = F (х,,); Ф" = Ф (Xv); х; = cos е,,; е" = 2v2--;; I л:

ш F (х) ш ( ) ф (х) d _ _ У/А
:r 1 (х) = ; :r 2 Х = ' 1 - 4Ь'

У 1 х2 r 1- х2

Величины Р" и Ф" находим, решая систему алгебраических уравнений:

n n

~ amvFv +~ ~mvФv = <Plm,
v=1 ,,=1

где

n n

~ ~m"P.., +~ ~mvФv = <р2т (т = 1, 2, "', n),
v=1 v=1

(15)

r:JimV = 2~ [К (ет, Gv) +Юl (cosвт, cos е,,)];

. 1 о ·

~т.., = 2n"" [а1К (вт, Gv) + К1 2 (cos ет' cos е,,)];

-] r~
~m.., = 2n"" [а2К (ет, в,,) + 1\22 (cosет, cosev)] ;

. . ' .

i . 8m =F 8" 2Ь
К (ет, е,,) = -.-8- ctg 2 ; <Pim = -А [ь« (i = 1, 2).

sш т . ..

Верхний знак берем, когда число Iт - 11 I нечетно, а нижний - когда оно

четно. Приведенные формулы позволяют исследовать вопрос 06 изменении

коэффициентов интенсивности в зависимости от толщины и упругих харак­

теристик оболочки.

для определения напряженно-деформированного состояния неодно­

родной бесконечной пластинки (R -+ 00) с прямолинейной трещиной Iх I<:
~ 1, У = О из системы интегральных уравнений (12) получим:

1

~ФiO(~) /~ ~ =-Fi(x), jxl<1 и= ·1,2), (16)
-1

где ФI0 (~) = 'У1 (~ + а1ЧГ2 (6), Ф20 (~) = а1'У1 (~) + ~Ч'2 ~). Решая систему
интегральных уравнений (16) и используя выражения функций 82 (х) И

Х2 (х) через разрывы перемещений и углов поворота, находим перемещение

v (х) и угол поворота е2 (х) берегов трещины. Когда к берегам трещиныпри­

ложены равномерно распределенные по ее длине усилие и момент ({l -
О О '

= - N 2, {2 = - М2) , эти величины имеют вид

v (х) = (a2Ng- a1M g) q (х), е2 (х) = (~Ng - Mg) q (х), (17)

где

21~
q (х) . (3 _ 2ft - ft2) А

Условие отсутствия контакта берегов трещины под действием данной

нагрузки получим в виде

q (х) [(а2 + a1h)N~ - (а1 + !r) Mg]-> О. · (18)
Рассмотрим пластинку, составленную из трех изотропныхслоев, сим­

метричных относительно срединной поверхности в геометрическом и физи­

ческом отношениях. В этом случае жесткость взаимного влияния Kij ..:- О·,

а условие (18) при неизменном по толщине пластинки коэффициенте Пуас­

сона принимает вид

Л1g .
-o-<f(v, k),
N2h . ..

(19)

lЗ



где

ао = 0,488k + 0,512, ~o = 0,2k + 0,8 при

(\ = 0,2h;
a~ = 0,973k + 0,027, ~o = 0,7k + 0,3 при

61 = 0,7h;

~

!
2 ~

J 7

2 з 4- J
!--
k~

3 - 2v -- v2 а ~ А ~
где f(v, k)= 3(l-v2)h' 1:1 '; ct=(l-k)(h-uJЗ+khЗ; 1"'=(k--:-l)Ul+ h;

Е
k = -+; 61 - толщина . внешнего (внутреннего) слоя; Е и Е1 - соответ-

ственно модули упругости среднего и внешнего (внутреннего) слоев пла­

стинки.

' Ч исловые' расчеты произведены для различных значений параметра k
при v = 0,3; 61 = 0,2; 0,7; 0,9h. При этом

q/rJ f (0,3; k) = 0,846 ~: ' (20)

ао = 0,999k + 0,001, ~o = 0,9k + 0,1 при 61 = 0,9h.

На рисунке кривыми 1, 2, 3 изображены графики изменения функции

f (k) для значений толщины 61 = 0,2; 0,7; 0,9h соответственно. Как видно

из графиков, с .увеличением модуля упругости Е1 контакт берегов трещины

при k> 1 наступает раньше в пластинке с более толстыми наружными слоя­

ми для всех значений параметра k, а при н«: 1 - в пластинке с толстыми

и тонкими наружными слоями в зависимости от конкретного значения k.
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РЕАКЦИЯ ОРТОТРОПНblХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ

ОБОЛОЧЕК НА ТЕМПЕРАТУРНblЕ воздвяствия

Исследуем динамическое поведение замкнутой круговой цилиндрической

оболочки при действии мгновенно приложенных и вращающихся темпера­

турных нагрузок. Термоупругое движение оболочки будем описывать

взаимосвязанными линейными уравнениями теории термсупругости тонких

ортотропных оболочек, учитывающих инерцию вращения и поперечные

сдвиги.

Исходные уравнения и соотношения. , Уравнения нестационарной теп­

лопроводности тонкой цилиндрической оболочки постоянной толщины 2h
и радиуса R, учитывающие термеупругое рассеяние энергии, при кубиче-
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