
Лемма 3. Матрицы A~ (т = 1, 2, ... ) симметризиеми слева положи
тельно определенной матрицей

S= [..А 2 О].
о ..А о - -

Будем рассматривать регулярный пучок матриц L (л) = А 2 - 1..8,
- - -2
А 2 = SA О, собственные значения которого совпадают с квадратами собст-

венных частот системы (1), и соответствующий ему функционал

(
- ) (А2Х' х) - { } R 211 R 211Р Х = __ _ • х = Х1• Х2 Е ЕВ •

(Sx, х)

Покажем, что функционал р (х) монотонно зависит от матрицы кинети

ческой энергии. Пусть А >- А в том смысле, что (Ау, у) >- (Ау, у) V у Е R II
•

Тогда

(
- ) ~ fto1

/
2 (ft~1 - ft1X2) 112 + (ft2X2• xJ

рх= (iL (tf. >-
.7I'oX2 ' Х2) + .7I'2Xl' х1)

11 J OI/2 (ft2X1 - ft 1X2) 112 + (ft2X2, xJ ,.. -
>-,.. = р(х).

(ftOX2• xJ + (ft~l' х1)

Монотонную зависимость от матрицы потенциальной энергии проще

установить, если исходить из матричного пучка I-t2С + !li G- А. На осно

вании теоремы 15 [3, с. 292) получаем результат, который имеет следую

щую механическую интерпретацию.

Теорема. При увеличении жесткости системы (1.1), т. е. при увеличе

нии формы (Сq, q) для потенциальной энергии (без изменения А и а), часто

тымогут только увеличиться, а при увеличении инерции системы (1.1), т. е.

при увеличении формы (Aq, q) для кинетической энергий (без изменения Gи С)
частоты могит только уменьшиться.

. Этот результат можно перенести на системы с бесконечным числом сте

пеней свободы.
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УДК 539.377

Я. М. Григоренко, А. Т. Василенко

О НЕКОТОРЫХ ПОДХОДАХ К ПОСТРОЕНИЮ УТОЧНЕННЫХ МОДЕЛЕА

ТЕОРИИ АНИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК ПЕРЕМЕННОА ТОЛЩИНЫ

Для решения задач, связанных с расчетом оболочечных элементов конструк

ций, используется теория, основанная на предположении о сохранении нор

мального элемента. Во многих случаях применение классической теории

приводит к удовлетворительным результатам. Однако для оболочек, облада

ющих значительной анизотропией и неоднородностью механических и тепло

физических свойств, предположения классической теории требуют уточнения,
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(2)

так как те факторы, которыми пренебрегают в классической теории,

могут играть существенную роль в определении напряженно-деформиро

ванного состояния. Решение задач для указанных оболочек в трехмерной

постановке наталкивается на большие трудности, особенно при перемен

ности геометрических и механических параметров. Поэтому для определе

ния напряженного состояния слоистых анизотропных оболочек исполь

зуются модели, дающие возможность переходить от трехмерной задачи к

двумерной на основе предположений, менее жестких, чем допущения клас

сической теории. Теория однородных и слоистых оболочек и пластин разви

валась в ряде работ [1,2,4,6--10]. Температурныезадачи теории оболочек

в уточненной постановке исследовались в работе [81. Отметим, что в основ

ном рассматривались оболочки постоянной толщины. В настоящей работе

изложим некоторые подходы к построению уточненных теорий слоистых

ан лэотропных оболочек переменной толщины.

Оболочку отнесем к ортогональной системе координат а:, ~, 1', где а: =
= const, ~ = сопst ~ линии главных кривизн на координатной поверх

ности l' = О. Рассмотрим варианты теории оболочек, основанные на следую

щих допущениях.

/,). Предположим справедливостьгипотезы прямой линии для всего па

кета ободочки в целом и примем, что относительнаядеформация по толщи-

не i-ro слоя (I' i-I -<: l' -<: 1'[ = 1, 2, ... , N) e~ = a:~T, где Т - температура,
a:~ - коэффициент линейного температурного расширения. В соответствии
с этим для перемещений i-ro слоя получаем

i [ [[
иа = и + I'фа, Щ = tI + 1'Ф13, Иу = W + WT, (1)

где и, v, W ~ перемещения координатной поверхности l' = О; 'Фа, 'Ф13 ~ уг

лы поворота; W~ ~ прогиб, обусловленный температурным удлинением
нормали. Отметим, что при таких допущениях 'Фа, 'Ф13 в явном виде не зави

сят от упругих свойств и одинаковы для всех слоев.

Соотношения упругости в случае ортотропии материала каждого слоя

имеют вид

Na = СllВа; + С12В/3 + Кllха+ К12Х/3 - NaT,

Ма = КllВа +К12В/3 + Dl1X a + D12Xfз - МаТ,

Nal3 = C66Ball + 2К66ха13 + ka (Ko6Ba ll + 2D66Xa;p,) ,

Mall = К66Ва13 + 2D66Xal3 ,

Qa = К11'а (1 ~ 2, a:~ ~).

Здесь Nа, Nall- тангенциальные,Qa - перерезывающее усилия; Ма, Ма/3 

изгибающий и крутящий моменты; C[j, Kl j , Dlj, Кl' К2 - жесткостные

характеристики [1,7]; Ка, КII-главныекривизны; Na T, Мат-интеграль

ные характеристики. для деформаций Ва, Вр, Ха, XII, Ball' Хар имеем

известные выражения [3, 7], а для '\'а, 1'11- осредненные по толщине ве

личины поперечных сдвигов:

1 дW 1
'\'а = 'Фа +А да - kaи + А (YN - Уо)

N У! 00)

~ s д: dl'
/=1 Yj_1

(3)

(А, В - параметры Ляме).

Рассматривая класс задач о несимметричной деформации оболочек

вращения, из исходных уравнений после некоторых преобразований полу

чаем систему

22

aN - дN д2N--as = BoN + 81дiГ+ В2 д62 + f,

N = (н; н; Nse, Ms' Mse, Uz' Uz' v, 'Фs' 'Фе}.

(4)



Здесь s - длина дуги меридиана; е - центральный угол в параллельном кру

ге; Nx ' N, - радиальное и осевое усилия; их' иz- соответствующие пере

мещения; ВО, В1 , В2 - матрицы, элементы которых есть функции геометри-

ческих и механических параметров; f - вектор, компоненты которого за
висят от силовых и температурных воздействий. Представляя решение в ви

де рядов Фурье по окружной координате е и разделяя переменные в системе

(4), приходим к одномерной краевой задаче для системы уравнений десятого

порядка, которая решается устойчивым численным методом.

2. Приведенный вариант теории слоистых оболочек, основанный на

гипотезе прямой линии для всего пакета оболочки в целом, не дает возмож

ности учитывать неоднородность деформаций поперечного сдвига, обуслов

ленную различием упругих свойств материалов слоев.

Рассмотрим подход, в основу которого положены предположения о

наличии в слоях оболочки локальных углов поворота, вызванных попереч

ным сдвигом, и удовлетворении на поверхности контакта смежных слоев

условиям непрерывности перемещений и напряжений. Это позволяет выра

зить перемешения и углы поворота всех слоев через соответствующие ве

личины одного из них и получить систему, порядок которой не зависит от

числа слоев.

Исходя из этих предположений, получаем следующее распределение

перемещений;

и~ = и + a(oy~ + У ('фа + b,y~'),

и~ = v + c,yW> + V('lJf\ + d,VW», (5)

i i
Uv = W +Wr,

где '\'~>, y~O) - углы поворота, вызванные поперечным сдвигом в слое, внут
ри которого проходит координатная поверхность; величины а" Ь" С" d,
зависят от упругих свойств и толщин слоев и определяются из условий не

прерывности перемещений и касательных напряжений на поверхностя~

контакта смежных слоев.

Соотношения упругости для рассматриваемого варианта теории обо

лочек имеют вид

где

N = {Na, Nf\. Naf\, нь; Ма, Mf\' Maf\, Mf\a} ,

в = {еа, ef\, eaf\} , х = {Ха, XfJ, 'Xaf\},

- {дY~ ay~O) (о) ayW> ayW> (О>}
n= ----аа-' дiГ' "(а, ---ЩГ-' ---ЩГ-' Yf\ ,

(7)

Здесь С, D, Е - матрицы соответствующих размеров, элементы которых

являются функциями геометрических и механических параметров оболочки.

для оболочек вращения с использованием закона (5) р~спр!деления

перемещений по толщине для определения компонент векторов е и Х, соотно

шения (7) и уравнения равновесия можно получить систему. аналогичную

разрешающим уравнениям для оболочек на основе гипотезы прямой линии

для всего пакета в целом.

3. Рассмотрим вариант теории оболочек, основанный на следующих

предположения х:
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1) касательные напряжения 'Та...-И 'Т/3... изменяются по толщине i-ro слоя

по заданному закону

'(~... = tli (а, ~, ,\,) ер (а, ~) + б~ tt (а, ~,,\,) [- O'~ (а, ~ , '\'1) 6~--

, !>:.' l А l А ) 6'-1
-'tаtl(а.~,,\,Ju2]+ БЕ-1 fU(a,jJ,'\')[-О'а(а,jJ,'\'i-1 I -

З (8)
~ '(~/3 (а, ~. '\'1-1) 6~-JJ + tl (а, ~, ,\,) q;I + fi(a. ~. ,\,) q;

(а ~~. 1~ 2. qh.--jo'/');

Ф
. / /г2) относительная де ормация по толщине г-го слоя е... = аз ;

З) нормальными напряжениями O'~ пренебрегаем.

В формуле (8) qli. qt - поверхностные нагрузки. приложенные на

ограничивающих поверхностях оболочки; 6j. 6~. 6~ - косинусы углов между
нормалью к поверхности контакта смежных слоев у = '\'/ И направлениями

а. ~, '\' соответственно. Функции п. ft-. [й, fr. выбираются такими. чтобы
касательные напряжения (8) удовлетворяли условиям жесткого контакта

слоев и условиям на ограничивающих поверхностях.

Из этих предположений следует нелинейвый закон распределения пере

мещений по толщине каждого слоя:

, Н ' Н / l 1 (9)Иа = И + '\'tta + lDI + lИТ. И... = W + WT.

H1=A(l +ka,\,) (a~~. 1~2. A~B).

D / D' u u
где величины 1. 2 зависят от значении напряжении О'а, 0'/3' Та/3 на поверх-

. I
ности контакта смежных слоев и функций ер. '/'. а ит. иТ являются функци-

ями температурных и поверхностных нагрузок.

Учитывая формулы (8). (9). соотношения упругости находим в виде

N - В и + в ди + В дТ! + ~ {O(})-i + dl1 acr + ОФ да'} +- о 1 да. 2 д~ ~ () а 1 да 2 д!}
1=1

- дq дq-
+Moq+M1 да +M2 д1Г+NT,

N = {Na, N/3. Na/3, N/3a. Ма• М/3. Ма/3. М/3а. о; Q/3}. (10)
- -, i . I
и = {и. и. t!'a. t!'/3, ер. 'Ф}, а = {О'а (I'i-I). da ('\'i). 0'(3 ('\'i-I) ,

O'~('\'/). 't~/З('\'i-J). T~/З('\'i)}, q= {qJ. q;. qt, qi!}.
NT = {NaT, Nf3T. Nat\T. N/3aT. МаТ. М/3Т. Ма/3Т. М/3аТ. О. О}.

где ВО, В1 • В2 • Obf), o<f. o<f. м, M1• М2 - матрицы соответствующих
размеров.

При построении разрешающих систем для определенных классов обо

лочек из выражений (10) необходимо исключить компоненты вектора (ji.
для этого используются уравнения равновесия трехмерной задачи для каж-

дого слоя и выражения для напряжений через компоненты вектора (J и их
производные, полученные на основе принятых допущений.

После некоторых преобразований для оболочек вращения получаем

разрешающую систему уравнений десятого порядка

dz --
(fS = А (5) г + я. i = {и. V, w. t!'s' Qs' Qe. н; Nso, м; Mse}, (11)

А (5) = Ilamn (5)11 (т. n = 1, 2•... , 10),

g= {lil (5), g2 (5)•. .. , g10(5)}.
Таким образом, во всех рассмотренных моделях для оболочек вращения

получены разрешающие уравнения десятого порядка с переменными коэф

фициентами. для решения которых применяется устойчивый численный
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0,3655
0,3797
0,3938
0,4080
0,4221
0,4363

0,4363
0,4695
0,5103
0,5591
0,6160
0,6812

0,6812
0,6972
0,7133
0,7294
0,7455
0,7616

0,4226
0,4380
0,4534
0,4688
0,4842
0,4995

Внешний слой

0,1190
0,1339
0,1488
0,1636
0,1785
0,1934

Внутренний слой

0,9376 0,6705
0,9525 0,6857
0,9674 0,7011
0,9822 0,7165
0,9971 0.7318
1.0120 0,7473

Средний слой

0,1934 0,4995
0,3422 0,5682
0,4910 0,5851
0,6398 0,5847
0,7886 0,6017
0,9376 0,6705

х

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5

-0,5
-0,6
-0,7
-0,8
-0,9
-1,0

0,5
0,3
0,1

-0,1
-0,3
-0,5

метод, что дает возможность получать решения для оболочек различных

форм подверженных действию неравномерных нагрузок.

Приемлемость принятых предположений можно оценивать, сравнив

полученныена основе рассматриваемыхмоделей решения с соответствующи

ми точными решениями трехмерных задач.

Рассмотрим напряженно-деформированноесостояние свободно опертой

трехслойной цилиндрической оболочки, подверженной действию осесим-
. n

метричного давления Ч« = qo sш "Т в.

Радиус срединной оболочки равен Р,

толщина внешних слоев h, среднего ~

Н, модули упругости слоев равны соот

ветственно Е и Ео • Решение задачи вы

полнено при значениях R = 1= 50; Н =

= 2; h = 0,2; Ео = 10-ЗЕ, 'v = 0,3.
Линейные размеры здесь отнесены к еди

нице длины. Результаты решения задачи

ДЛЯ амплитудных значений осевого пе

ремещения представлены в таблице.

В первом, втором и третьем столбцах

находятся величины, полученные соот

ветственно по теории недеформируемых

нормалей, теории, изложенной в п. 3 на

стоящей статьи, и точной теории. Для

1(1 У )внутреннего слоя х = -""2 "2 - 7т '

ДЛЯ среднего Х = ~ и для внешнего слоя

х = +(+ + ~)-
Как следует из приведенных данных,

погрешность в определении максималь

ных значений перемещений равна 2% по уточненной теории, в то вре

мя как по классической теории она составляет более 50%. это указывает

на большие возможности уточненных теорий в определении напряженного

состояния существенно неоднородных по толщине оболочек.
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