
В . =..?.!... 0'*
1 дх] '

S [4]. Тогда

1) а =1= О, и = О в области D I независимо от о' (Р), В; = О U= 1, n);
2) а = О, и = О, так как в противном случае квадратичные формы дей

ствительных и мнимых частей функции и = иl + iU2 В левой части равенства

будут положительно определены, если в D 1 выполняется условие

11 дВ 11

~ дх; - ~ В; + ~2 > О,
;= ) I ;= 1

а подынтегральное выражение первого слагаемого справа будет отрица

тельным, если

11 .......

.~ В, cos (n, Х;) - о' (Р) Is -< О;
1=1

полученное противоречие указывает на то, что и = О;

З) а = О, и = О, если о' (Р) :> О, так как неравенства (4) выполняются при

В; = О U= Т;-n).
Заметим, что теорема единственности (3) работы [2] следует из случаев

1), 3).

для решения неравенств (4) берем функции В; (х) в виде

где 0'* = шах t о' 1; ер - нормальное уравнение поверхности
s

11 11.

0'*~ д
2

<р _ (0'*)2~ ( ::.)" + ~2 > О,
;=1 дXj j=J 1

11 .......

*~д<p --
о' .... дх cos (n, Xj) - о' Is -< О.

,=1 j

Эти неравенства будут выполняться, если

11 2 11

~2 > (0'*)2~ ( ::) _ 0'*~ д2<р •
;=1' ;=1 дXj

Таким образом, получен простой достаточный признак единственности

задачи (1)-(3) в случае, когда о' < О. Из теоремы Жиро вытекает, что если

граница области и функции f, о' достаточно гладкие, то из единственности

решения задачи (1)-(3) следует ее разрешимость.
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ОРТОГОНАЛЬНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ В ПРОНЗВЕДЕНИИ

ПРОСТРАНСТВ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

дЛЯ упрощения и вычисления континуальных интегралов большое

значение имеют формулы преобразования этих интегралов при различных

заменах переменной интегрирования (см . ссылки в [1, 2]). В данной работе
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(2)

рассматривается преобразование кратных интегралов Винера в простран

стве непрерывных функций двух переменных при ортогональном преоб

разовании в функциональном пространстве. Полученная Формула прим~

нима, в частности, для вычисления континуальных интегралов. Кроме того,

с помощью доказанной теоремы выражается решение некогорой системы

интегральных уравнений типа Вольтерра - Стилтъеса через континуаль

ный интеграл.

Пусть cz - пространство непрерывных функций Х = Х (t, s) (t, s) Е Q =
= [О, 1] х [О, О, удовлетворяющих условию Х (t, О) = Х (О, s) = О, и

c~ = cz х ... х cz. Мера в пространстве cg, обобщающая меру Винера,

о

рассмотрена в работе [3].
Если F (Х1 , ••• , Хр) - измеримый функционал, заданный на простран

стве cg, то интеграл, построенный по данной мере, называется р-кратным

интегралом Винера в пространстве непрерывных функций двух переменных

и обозначается символом

~ F (Х1, ••• , Хр) dwx1 ••• dwXp •

cg
Функционал F (Х1 , ••• , Хр) предполагаем непрерывным в пространстве

cg и мажорируемым интегрируемым функционалом.

Рассмотрим следующее преобразование:

р (,

xk(t, S)--Yk(t, s)=~SSakl(T, a)dX1(T, (1) (k=I,p: р,>2), (1)
1=1 о О

где li ац (t, s)1ff.1=1 - матрица ортогонального преобразования,

det ~ aZI(t, s) ,If./=1 = 1
и

о

~ аы (t, s) ak/ (t, s) = 6i1 (i, j = 1, р).
k= I

(3)

Будем предполагать, что аы (t, s) - функции ограниченной вариации в

следующем смысле. Пусть функция а (t, s) задана на квадрате Q. Квадрат

Q делится на части с помощью точек

О = to < t1 < ... < tm = 1, О = 50 < 51 < ... < 5n = 1
и составляется сумма

т rt

Smn = ~ ~ la (tz, 5/) - а (t/-I, 5,) - а (t;, 51-\) + а (t l-I, 51-\)1 .
{= l ;=1

Если при всевозможной разбивке квадрата Q множество значений сумм

Smn есть ограниченное множество, то функция а (t, 5) называется функцией

ограниченной вариации. В дальнейшем будем дополнительно предполагать,

что а (t, s) есть также функция ограниченной вариации по каждой из пере

менных.

Если Х (t, 5) - непрерывна на Q, а а (t, $) - ограниченной вариации

на Q, то интеграл Стилтьеса SХ (t, 5) da (t, 5) определяется как предел сумм
Q

т n

~ ~ Х (t;, 5;) [а (t/, 5;) - а (t /-I, 5;) - а (t/, 5;-1) + а (t/-I, S/-l)],
/=1/=1

где t1_ 1 < t; < t/, 5/_1 < 5j < 51 при беспредельном измельчении проме

жутков деления. Интеграл \ а (t, s) ах (t, s) определяется с помощью форму
Q

лы интегрирования по частям.
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(4)

(5)

Теорема 1. Если 3 rF (YI' ... , Ур) dWYI'" dwYp, то преобразование (1)
c~

сохраняет меру и справедлива формула

[

р ( .) г-э

... , Ур) dWYl .• , dwyp = I F ~ JJан (Т• а) dx, (Т, а),
cg 1=1 О О

о (.) (.) ]... , ~ I Jар, (Т, а) ах, (Т, а) dWx1 о •• dwxp.
1=1 О О

Приведем схему доказательства. Квадрат Q, как и ранее, разбиваем

на mn прямоугольников. Функции Yk (t, s) заменяем полигональными функ-

циями у'!:" и, 5) (k = 1, р), совпадающими с функциями Yk (t, s) на сторонах
элементарных прямоугольников. Функционал F (yl' о •• , Ур) превращается

на функциях y'k" и, 5) В функцию mnр переменных, и [3]

) F (Yl' о •• , Ур) dWYl о •• dwyp = liт К::И I F (11 "тn
р maxft .-t; 11...0. R тn Y1 , ••• , YI ' •• о
С2 1 I - тnр

m~xI51-5,_11"'0
r

[

т ~ ~ (y1i _ yl-I,i _ !A.i-I +yl-I.I-I)2 ] Х
••• , y~l, ••• , yr:;n) ехр _ ~ ~ ~ k k k k

р ;=1 ;=1 k= 1 (tl - ';_1) (SI - sl_l)

х dy:' .. о d!l;n . .

Здесь Rml1P означает mnр-мерное евклидово пространство, а

1

Кmn = [лmn fi п (tj - t;_I) (51 - 51-д ]- 2" •
1=1 ;=1

Как отмечено в работе [4], при вычислении континуального интеграла

от непрерывного функционала можно полигональные функции заменить

ступенчатыми. Величина интеграла при этом не изменится. Пусть при

(/, 5) Е [/ /_1, [() Х [S/-I' 51) (i = 1, т; j = Г!i)

Yk (t, 5) = Yk (t;, 5j) = уу.

Аналогично заменяются ступенчатыми функции

аы (t/, 5,) = a~, = сопst (i = 1, т; j = 1, n; k, 1= 1, р).
Кроме того, полагаем, что

х, (//, 5;) = х1 (i =~; j = 1, n; 1= 1, р).
Из соотношения (1) следует, что

р (/ 51

Yk (t/, 51) = ~ I S аы (Т, а) ах, (Т, а).
1=10 О .

Далее проделываем элементарные преобразования:

Р / I (а. 5~

н, и/, 51) = ~ ~ ~ J I аы (Т, а) ах, (Т, а),
1=1 =1 /3=1 for-I $1\-1

р 1 I
у/I = ~ ~ ~ aal3 (x<;t13 - x<;t-I./3 - x<;t./3-1 + x<;t-I.I\-l). (6)

k 1=1 а=1 13=1 k/ / 1 / 1

Интеграл в правой части формулы (5) подвергается преобразованию (6).
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Якобиан преобразования в . силу условия (2) равен единице. Кроме того.

(y~ _ yj,-I, i _ y~f-I + Yk- I,f- I )2

(ti - t;_I) (SI- S/_I)

[
~ afh (4- x~-I'J - xi,f- J + х~- I ,i_I ) ] 2

1=1

и; - tl _ ]) (SI- SI_1)

m n р

~ ~ ~ ------'.:...---:-::-----:-~------"--,----
;=! 1=1 1=1

т n р

= ~~~ ----'=-'----'--~.,.-------,----~
1=1 f=] k=l

На основании условия (3) последнее выражение равно

i i i (x~ - x~-I ,i - xk,i-1+ x~-I ,I-I)2

1= 1 /=1 1=1 (t[ - t[_I) (SI - S/_I)

Таким образом,

K~ ~ ртn (ур, .. . , у'{'n, ... , y~l, ... , у,;n) Х
R-тnp

[
}:
m г. ~p (yl! _ yl-1,! _ yl,.1-1 + yl-l,I-1)2 ]

Х ехр _ , k k k k dyl1
. ~ (t·- I )(S'-S ) 1

. 1=1 /=1 k=1 I 1-1 J /-1

= «; 5 Рmn [i: ssан (т, а) ах, (т, а), ...
R-mnp 1=1 О О

р 'т 5n

..., ~ 5 ~ а1/ (т,
1=1 О О

р " 5, •

а) ах, (т, а), ... , ~ SSарl (1:, а) ах, (т, а), ...
1=1 О О

.. ,~ fj" а" (т, а) ах, (т, а)] х

[ ~
т ~n ~p (ii _ xl-I ,! _ xl,i-I + x{-1.1-1)2 ]

Х ехр _ k k k k dxll d тп
(t l - t . ) (s' _ S ) 1 '" Хр '

["= 1 /=1 k=1 1- 1 J 1-1

Отсюда после перехода к пределу получаем формулу (4). Формула (4) верна

и тогда, когда функции ан и, s) Е L2 (Q). Она применима для вычисления

континуальных интегралов. Так, континуальный интеграл

5ехр [ 2л? 51 { Х (t, s) У (t, s) dtdS] dwxdwy
c~ о о

при специальном выборе функций аы (t, s) сводится на основании формулы

(4) к произведению однократных интегралов, вычисление которых осуще

ствляется по формулам работы [5].
Соотношение (1) можно рассматривать как систему уравнений относи-

тельно неизвестных функций Xk и, s) (k = 1, р), считая функции аы и, s)
и Yk (t, s) (k, 1 = Т:-Р) заданными. Перепишем ее в операторной форме

!J = Ах.

Теорема 2. Пусть функции аы (t, s) Е L 2 (Q) удовлетворяют условиям

(2) 3) a2Yk (t, s) А-]
, (, atas Е L2(Q) И 3 . Тогда

х, (1, ") ~ ехр1-~J[д'У~t~~ '1 ]' аш) ~". (1, ") х
С2

Х ехр {2 i:S д2Уд~t; s) dt ,5 [~{ fa k l (т, a)duI (1:, а)]} dwUi
1=] Q 1-1 О О
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д о к а з а т е л ь с Т В о. Пусть

Xk (t, s) = gk (Уl' ... , Ур; i, s) = gk (Yi, .•. , У/)

- искомое решение системы (1). Так как А - линейный оператор, то

gk (Уl + и1 , ••• , Ур + ир) = gk (Уl' .", Ур) + gk (и1 , ••• , Ир) .

Следовательно,

I gk (Уl + И1' ••• , Ур + Ир) dWИ1 • •• dwир = gk (Yl' ... , Ур).
C~

Если F сч. ... , Хр) - определенный на C~ непрерывный функционал,
о -

мажорируемый интегрируемым функционалом, а Xk (t, s) (k = 1, р) - заданные

д2x~ (1, s)
функции из cg с производными alas Е L2 (Q), то при преобразовании

Xk (t, 5) -+ Yk (t, s) = X k (t, 5) + X~ (t, s) (k = 1, р)
имеет место формула [3]

r { о (' [ д24 (1, S)]2 }J F (Ун •••• Ур) dWYi dwYp = ехр - ~ J дtas d/ds х
d? k-I Q

2

(' { ~ (' д2x~ (1, s) 1
Х J F (Х1 +~, ... , Хр + ~) ехр - 2 ""- J atas ах; (/, S)J Х

р k= l Q
С2

Х dWx1 ••• dwx p •

Положим в данной формуле X~ (/. 5) = - Yk (t, s) и F (х1• • • • • Хр) =
= gk(Х1 + Уl. • •• , Х" + ур) . Тогда

Igk (Уl + Иl' .•• , Ур + Ир) dWUl ••• dwир = ехр {-~ J[a
2Y;lb;s) Т dtdS} Х

C~ • ' Q

r [ ~ (' iJ2Yk (t, s) ]
Х J gk (Иi, •.. , Ир) ехр 2 ""- J atas dИk (t, s) dWИ1 ••• dwир.

cg k=l Q , "

Левая часть упрощается и

е, (Уl' .• ' ,' Ур) = ехр {-~J[iJ2Y;t~ s) Т dtdS} Х
k=IQ

Х ~ g, (и;•• • • • Ир) ехр [ 2~Jд'У;,!:; '1 аи; (1. 5)] dwU; ... dwup• (7)

С2

Подставим в формуле (4) вместо функционала F подынтегральное выражение

в правой части формулы (7) и получим

(' [ ~ (' a2Yk (1, s) ]Jgk (и1• • •• , Ир) ехр 2 ""- J alas dИk (t, s) dwUi ••• dwир =
р k=l Q

С2

~ ~ g. [~n а" (т, а) аи, (Т. а)• . .. . ~ fIа" (Т. а) аи, (Т. а)] х
~ - '

х ех+~J!"~Z· ,) '".в [~H а« (т, а) аи, «. а)]) dwu, ... dwup •

'31



Теперь формула (7) перепишется следующим образом:

Х. (t, s) = ехр {-~ ~ [ д2У~tЬ~ s) Г dtdS} ~ Uk (t, s) Х
С2

Х ехр {2~ Q~ дZY;/b; s) «, [~f ~ аы (Т, а) аи, (Т, а)]} dwu} '" dwu/}.
о о

Аналогичные результаты справедливы в пространстве еР = с х .. 0 х С,

о

где С - пространство непрерывных функций Х = Х (t), удовлетворя

ющих условию х (О) = О. Интеграл по данному пространству по мере Вине

ра - так называемый кратный интеграл Винера [6] - обозначается сим-

волом ~ F (х1 , ••• , х/}) dwx} ... dwxp.
ср

В пространстве со рассмотрим преобразование

р t

Xk (t) -+ н, (t) = ~ 5ан (Т) ах, (Т) (k = 1, р; р:;;" 2), (l')
1=] ()

det ~ аы (t) ~.1=] = 1, (2')
р

~ аы и) ak i и) = б1i (i, j = 1, р), (3')
k=1

где функции аы (t) являются функциями ограниченной вариации.

Теорема 1'. Если 3 ~ F (Уl, ... , Ур) dWYl ... dwyp, то преобразование (1')
ср

сохраняет меру и справедлива формула

5F (Уl' .••• Ур) dWYl ••. dwYp = SF [ ±5} а1l (Т) ах, (Т),
еР еР 1=1 о

... ,±1} ар! (Т) ах, (Т)] dWXl ••. dwxp. (4')
1=] о

Если р = 2 и

(ан (t) а12 (t») = се (t) - sin е (t»)
а21 (t) а22 (t) sin е (t) cos е (t) ,

то результат, выражаемый теоремой 1', содержится в статье [7]. Другой ва

риант теоремы об ортогональном преобразовании в пространстве С" имеется

в работе [8].
Соотношение (l') можно рассматривать как систему уравнений отно

сительно функций xk (t):
у=Ах.

Теорема 2'. Пусть функции а» (t) Е L2 [О, 1] удовлетворяют условиям

(2'). (3'), y~ (t) Е L 2 [О, 1) и 3А-'. Тогда

Xk (t) = ехр {- f ~ [Y~ (t)]2dt} SUk (t) х
1<=] О еР

Х ехр [2~ j y~ (t) d( [~j ам (Т) аи, (Т) ]} dWu1 '" dwu/}.

Результаты, аналогичные теоремам 1, 2, тривиально обобщаются на

случай пространства непрерывных функций многих переменных.
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Предлагается следующий подход к понятию тензорного умножения.

Через Х, У, Z, Z], Z2' .. , обозначаем линейные пространства над полем ком

плексных чисел С, через Ь, b1, Ь2 , ••• - билинейвые отображения, заданные

на Х Х У и принимающие значения соответственно в Z, Zl' Zz, ... Рассмот

рим равенство вида
n р __

~ Ь(ха, Уа) = ~ Ь(хrз, Уrз), Ха, ХrзЕХ, Уа, YI3EY. (1)
а=1 (3=1

Условимся называть билинейное отображение Ь\ старшим билинейного

отображения bz, если из того, что соотношение (l) выполняется для некого-
- -

рых Ха, Хrз, Уа, УfЗ при Ь = Ь\ вытекает, что оно выполняется для этих же- -
Ха. ХfЗ ' Уа, YI3 при Ь = b~. Билинейное отображение назовем тензорным

отображением, если оно старше любого билинейного отображения. Таким об

разом, если {Х, У} --+ Х 0 У - тензорное отображение, то из равенства

n р

~ Ха @ Уа = ~ Хrз @ Уrз, Ха, ХrзЕХ, Уа, УrзЕ у (2)
= 1 р= '

вытекает, что (l) выполняется для любого билинейного отображения Ь.

Легко видеть, что для того чтобы билинейвое отображение {Х, У} --+
-+ х ® У было тензорным, достаточно (и необходимо), чтобы для любого

билинейного функционала Ь: Х Х У --+ С из (2) вытекало (l). Из этого опре

деления очевидным способом вытекает следующее утверждение, которое

обычно полагается в основу понятия тензорного умножения [1, 2].
Пусть на Х Х У задано тензорное отображение @ и пусть Ь: Х Х У -+

-+ z- некоторое билинейвое отображение. Положим

IC~J xa @ Ya.) ~f- ~ Ь(ха, Уа), ХаЕХ, УаЕУ. (3)

Формула (3) определяет однозначное отображение 1: Х 0 у --+ Z, где Х 0
o У обозна ч ает линейную оболочку в Z множества {Х @ У, Х Е Х, У Е У}.
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