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Применеине операторного метода [6] в динамике изотропных плит

можно найти в работах [1, 71. В работе [5] этот метод был распространен на

задачу о статическом равновесии трансверсально-изотроnного слоя. Успеш

ное применение операторный метод нашел в задачах теплопроводности [9]
и в связанных задачах термсупругости [13]. Приведение пространственной

задачи теории упругости к двумерной можно выполнить различными ме

тодами 12, 4, 6, 10]. в настоящей работе операторным методом трехмерная

динамическая задача для бесконечного трансверсально-изотроnного слоя

сведена к двумерной проблеме, Применяемый метод в сочетании с мето

дом усреднения дал возможность записать точные уравнения бесконечно

высокого порядка относительно усредненных по толщине перемещений слоя,

находящегося под антисимметричной нагрузкой, и получить приближенные

уравнения изгибных движений плит, известных в литературе. Показано

при этом, что анизотропия значительно влияет на величину фазовой ско

рости.

Основные уравнения. Рассмотрим трансверсально-изотроnный слой

постоянной толщины 2h,который на поверхностях z = ±h загружен произ

вольными силами, т. е.

при г = h аи = at, ay z = at, azz = at,

при z = - h azx = аl, ayz = а2', azz = аз.

(1)

• Эти результаты были доложены на VII научной конференции по применению ЭВМ

~ механике деформируемого твердого тела в Ташкенте 30 сентября 1975 г.
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Напряженно-деформированное состояние слоя описывается уравненн-

ями движения, которые в операторных обозначениях имеют вид

(
д2 ) дw
дz2 + '(2 + та} и + ma~и + па дZ = О,

д2 дW
ma~и + ( дZ2 + '(2 + т~2) v + n~ ----az = о, (2)

ди дv 2 дZrю
па дZ + n~ дZ + '(lW + aдi2 = О.

Здесь введены обозначения

д д д 2 02 q2
75х = а, -ау =~, --a:t = q, '(о = а2 + ~2, у2 = а'(о - -2-'

z Cz

2 2 q2
'(1= '(О - -2 '

С,

2 Oz
с; =--,

Р

Е

т'=-2о 'Vo ,

2 Е
'\10 = 1 - '\1 - 2'\1, -- I

Е,
(З)

и (х, у, г, т), v (х, у, г, т), W (х, у, г, т) - компоненты вектора перемещения;

р - плотность; т - время; Е, Ez' О, Oz - упругие константы; ", Vz 
коэффициенты Пуассона. Модулями Ех и ОХ учитывается анизотропия уп·

ругих свойств по толщине слоя.

Введенные обозначения при рассмотрении уравнения (2) и проведенип

линейных преобразований решений позволяют пользоваться методами

линейной алгебры. Этот математический формализм в сочетании с метсдоя

усреднения будет использован нами для получения точных дифференцналь

ных уравнений изгиба плит.

Решение системы в символах имеет вид

и = А 1 sin 'Уг + Az cos 'Уг + R] sin %г + Rz cos %г + В1 sin kz + Bz cos kz,

v = - ~. (А] sin уг + Az cos 'Уг) + : (R1 sin %г + R2 COS%г) +

+ l (В1 sin kz + В2 COSkz), (4)
а

w =~ (R1 cos %г - Rz sin %г) + Iзk (В1 cos kz + В2 sin kz),
пах па

где

,\,~="л,2_%2; '(5 = "л,2_k2; "л,2='(2+ тУ6;

%2, k2 =~ [al + '(Т + '(6 (am-nZ) ±

+ V [а'У2 - 'УТ + У6 (ат - n2
]2 - 4n2y~yT].

Из формул (4) видно, что слой под действием приложеиных сил (1) претер

певает симметричную и антисимметричную деформации, В связи с этн

целесообразно внешнюю нагрузку (1) разбить [6] на симметричную, вызь

вающую симметричную деформацию относительно срединной плоскост

изотропии, и антисимметричную, обусловливающую ангисимметричнв

деформацию,

В дальнейшем будем рассматривать антисимметричный случай, дд

симметричного случая рассуждения аналогичны. Тогда на поверхностя

г = ±h имеем граничные условия

O"zx = Р1 = -}- (O"t + al), af/Z = г, = +(at + 0""2),

Р 1 +
О"хх = =""2 (аз -а3).
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Введем усредненные обобщенные

нагрузкой (5):
h, r дu

и2 (х, у, т) = ---.g;- J 7Ji"" т,
-h

перемещения в слое, обусловленные-

h

I r дv
и2 (х, у, т) = ---.g;- J 7Ji"" dz,

-h

(6)'
h

w1 (х, у. т) = 2'h ~ wdz.
-h

Интегрируя (4) в соответствии с (6) и определяя постоянные через

усредненные величины и2 • и2 И w1 , при антисимметричной деформации слоя

получаем перемещения

и = h~in уг (и _ а8) _ ahx.~ sin xz (1..28 _ k28 ) + аМ2 ~in kz (1..28 _ ",2() )
SJn yh 2 -го S sш xh 1 S sш kh 1 •

(7)

а h~jn yz (и _ а8) _ ~hX2 ~in х.=.. (1..28 _ k28 ) +
v = - т ып уг 2 1'6 S згп кп 1

+ ~ М
2

:in kz (1..28 _ ",28 )
S згп kh 1 ,

где

8 = аи2 + ~и2; 81 = 8 + nY6w1; S = 1'61..2 (k2 - ",2).

Напряжения соответственно определяются по формулам

'УоОх.=. = оп» s.iл уг (и _ а8) _ hx
2 [t2 s~n xz (л.z8 _ k28J +

20 о згп yh 2 1'6 nS 1 зш xh

+~ s~n kz {2 (").,28 _ ",28 )]
)(2 ып kh 2 1 •

'УоОуу = _ ahv s.in yz (и _ а8 )_~ [t2 s.in xz (").,28 _ kZ8 ) +
20 о sш yh 2 2 nS З SJn xh 1

1'0

+~ sinkz t2 (1..28 - "'28)]
х2 sin kJ! 4 1 ,

ох!! ~2_a2 h~jnyz (и?-~)- 2haB l",2 s~nxz (л28-k28) +
G = tJ згп yh - y~ s sш xh 1

+ k2 s~n kz (").,28 _ ",28J]
S1l1 kh •

ОХ2 hy.cosyz (и ,.- а8) _ ahx [. 2 cosxz (1..28 _ k28) +
"""G"; ып yh 2 -го ns 1'5 sin xh 1

+~ c?skz 2(1..28_",28)]
х зш kh 1'4 1 ,

~ _ _ ayh cos yz ( а8 ) ~hx [ 2~ 2 2
О. - ~ sin yh и2 - 1'6 - ns 1'5 sin xh (л 8 - k 81) +

+~ cr:s kz (1..28 _ ",28 )]
х згп kh 1 ,

'Уоагг _ х2 sin xz 2 2 2 2
h (1 - 'У) Е• - nS sin xh (1'2 - ЬУо) (л 8 - k 81) -

_ ~ sin kz (2 Ь 2) (~ 28 28
nS sin kh Уз - 1'0 '" - '" 1)·

(8)

(9).

(10)
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Здесь введены обозначения

y~ = л2 + (n - 1) k2
, y~ = л2 + (n - 1) х2,

fT.2 = (1 - v!) nа2 + (v + V1) n~2 - Vz (1 + v) (Л,2 - <5) (<5 = х2 , k2
) ,

'2
f3.4 = (1 - V1) n~2 + (v + V1) nа

2 - Vz (1 + v) (;\2 - 6), (11)

Ь nУгЕ 2 Е

= (1 - У) Е, ' V! = V z Е; .

_.~ Функции и2 , и2 И W 1 неизвестны и подлежат определению. Для этого

'Воспользуемся граничными условиями (5). Подставляя (10) в граничные

условия для определения усредненных перемещений и2 , и2 и W 1 , находим

систему дифференциальных уравнений

nlo
Luuz - L12V ? + L1ЗW1 = hG

z
SP 1,

ny~
- L 21U 2 + L.ЩV2 + L2зw! = hG

z
SP 2• (12)

LЗ1U2 + LЗ2V2 - LЗЗW1 = _lnvo SP,
-у

где дифференциальные операторы определяются формулами

Lll = n~ZyS ctgyh - a?y~Q, L1з = aL,

L12 = L?l = na~y 5 ctg yh + a~xy~Q. L2З = ~L.

LZ2 = na2yS ctg ,\,h - ~2y~Q, LЗ1 = - -5!:.... 5, L32 = - LS
а а •

Lзз = nk2x2Y6 (k2
- х2) , Q= xy~y~ ctg xh - kV5Y~ ctg kh,

L = k,\,; ctg xh - X,\,~ ctg kh, S = л2V5 (k2 - х2) .

Полученная система (12) взаимосвязанная и содержит дифференциальные

операторы бесконечно высокого порядка. Уравнения (2) - (12) справедливы
при любых значениях декартовых переменных х, у, z и т. Систему (12)
можно преобрвзоватъ к более простому и удобному для анализа виду [11].
Из третьего уравнения находим

2 Р
е + Y1W1 = - hG

z
. (13)

Умножая первое уравнение на а, второе на ~ и слагая их, получаем

2 n~
yOLww1 + Le8 = ---а;- (аР1 + ~PJ. (14)

где е определяется выражением (8);

Lw = hnkxY6 [kV;ctg xh - xy~ ctg kh];

Le = hY6 [k (л2 - х2) 'Y~ ctg kh - х (л2
- k2

) v;ctg xh]. (15)

Если первое уравнение системы (12) умножить на ~, а второе на а и

вычесть, то получим

1
hy ctg yh (~и2 - av2) = --а; (~Pl - аР2) · (16)

Как нетрудно видеть, последнее уравнение связано с деформацией сдви

га, обусловленной приложенными к поверхностям касательными напря

жениями Р1 и Р2 • Оно не зависит от двух предыдущих уравнений (13) и

(14). Уравнение (13) определяет деформацию тела, связанную с объемным

расширением. Используем это свойство для полного разделения искомых

64



функций. Если ввести функцию W, соответствующую отсутствию поворота,

и функцию <р, соответствующую отсутствию объемного расширения, соглас

но формулам

1
W1 = --2- LeW,

nYoS

'то придем к двум независимым уравнениям

n 2 ) nY6S
Le (LW - h(;, yQSP = ----о;- (аР] + ~P2)'

2 I IRp Р nh 2Le (hyctgyhyoq»-~ 'IJI 1- а 2) = - ~yctgyhyo (~PI + aPJ,

которые при Р 1 = Р2 = О принимают вид

LW = h~z Y6SP, hyctgyhY6q> = о,

где оператор

(17)

(18)

(19)

L = Lwу6 - LfJyT =

= 1'6 [I'~ (nk 21'6+ yTy~) xh ctg xh - y~ (nх2У6 + yTy~) kh ctg kh]. (20)

Таким образом, трехмерная динамическая задача изгиба для транс

версально-изотропного слоя постоянной толщины сведена к двумерной

проблеме. Полученная система дифференциальных уравнений в частных

производных (19) па двум координатам х, у и времени 't' представляет собой

точные уравнения, но бесконечно высокого порядка. Поэтому при решении

конкретных задач для удовлетворения граничных условий построение их

решения в общем случае затруднительно, и возникает необходимость за

мены полученных выше уравнений бесконечно высокого порядка прибли

женными, имеющими конечный порядок.

Разлагая в ряды операторы, входящие в (17), и удерживая члены не

обходимого порядка, получаем соответствующие приближенные уравнения

без каких-либо априорных предположений. Так, удерживая в рядах члены

порядка не выше h2 , получаем приближенные уравнения, соответствующие

теории Тимошенко (8):

где

( 2 1 д2 )(2 ] д2W ) 3 д2W1'0 - -2 до2 уаW - -2 -a:rz + -h2 2 т2 =
с 'z с

2 (' I д
2

)'Vaq> - е
2 + ~ """'(h2 q> = О,

3(I-v) Р

2Gh '
(2] )

(22)

2 Е 2 G 2 Eh2
С - • с - . 82 - • 8 - --:::-,.,----,..---,,-

I - Р (l - ,,2) , 2 - р' - Ео (1- ")' о - 3 (1 - ,,) Gz

В соответствии с принятыми приближениями из (7) и (10) находим соотно

шения

u = ZU 2, V = ZV2' W = W1,

Р
CIzZ = h г, аа = Gz~q>, CIyz = - Gzaq>,

что находится в полном соответствии с кинематической моделью Тимо

шенко.
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о, = - D ( :х 111w- +~:),

D( a 1 д<Р)
Qy = -.ау .11W +едХ '

Усредняя по толщине плиты напряжения (9)
и сохраняя в разложениях члены такого же' по

рядка, как при получении уравнений (21), на

ходим

_ [ д
2
W д

2
W д2<р ]

Mx--D ----axг+ v ду2 -(l-V) дхду ,

_ [ д
2

W д
2
W д2 <р ]

М;; - - D ду2 + V дх2 + (1 - v) дхду ,

д2W ] д2 <р
Мху = - D (l - v) - - - + - (~,2ч; - 2 -.-)

дхду 2 10 ду2 '

(23)

где

с

2 I д2 2 гь»
.11 = 1'0 - -2 "-2; D = - --,---...".--

С ! и, 3 1 - v 2

На основании уравнений (21)-(23) проведено

теоретическое исследование низкочастотных из-

О J 21(/Л гибных волн В пластинках с одним [31 и многи-
ми отверстиями [12]. Поскольку частотный спектр, рассчитанный по этим

уравнениям, находится в хорошем соответствии со спектром, полученным

из уравнений (19) для частот в диапазоне от нуля до (й*, где (й* - наи

меньшая круговая частота простых форм сдвига плиты по толщине, то мож

но ожидать, что результаты исследований будут справедливы в этом диапа

зоне частот.

Рассмотрим распространение изгибных синусоидальных волн в транс
версально-изотропном ненагруженном слое

W = Woexpi (5Х - гот). (24)

Подставляя (24) в (19), получаем точное .трансцендентное дисперсное урав

нение

L (5,0) = О. (25)

Исследование этого уравнения показало, что волновые характеристики в

слое сильно зависят от анизотропных свойств материала на всем диапазоне

частот. На рисунке показана зависимость приведенной фазовой скорости

с от длины волны А в изотропном (кривая 1) и трансверсально-изо

тропном (кривая 2) слоях с такими характеристиками: Е = 40Gz' Е = 10Ez'
v = 0,3, V z = 0,1. Увеличение отношения E/Gz приводит к уменьшению

величины скорости волны.
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(1)

функцио-

Определим оптимальные по напряжениям режимы нагрева по толщине

замкнутой сферической оболочки, на внутренней поверхности которой имеет

место конвективный теплообмен при переменном во времени коэффициенте

теплоотдачи. Функцией управления является температура внешней поверх

ности оболочки. Температура оболочки отсчитывается от начальной. равной

температуре среды. Решение задачи для случая постоянного коэффициента

теплоотдачи рассмотрено ранее * о

Примем следующие ограничения на температуру t1 (и) внешней поверх

ности и температурные напряжения.

Функция t1 (и) для О -< и -< Uk неотрицательна и ограничена значением

to• а для и ;> и" равна tk , То е.

0-< t1 (и) -< to для О -< и -< U k; [1 (и) = [k для и » Щ.

Изменение во времени функции t 1 (и) ограничено системой

нальных условий вида

Uk

j u{t1 (и) du = А/ (i = О, n), (2)
о

где А ! - некоторые постоянные; Uk - момент окончания нагревао

Температурные напряжения o"s = 0"(3 == о" (у, и) на внешней 0"+ = о" (h,
и) и внутренней 0"- = о" (-h, и) поверхностях изменяются в заданных пре

делах:

(3)

. где at <: о, O"t >- О, 0"1 -< О, 0";:>- О, и = T/a2h2; т - время; «" - ко
эффициент температуропроводности; 2h - толшина оболочки; Gs' а(3-'-

меридиональныеи кольцевыенапряжения на внешней y==h, а+ и внутренней

• Бурак Я. И., Будз С. Ф., Мuронч.ук Ю. Го, Ирза Е, М. Оптимизация режимов на

грева сферической оБОЛО'JКИ.- Науч. конф. «Вычислительная математика в современном

научно-техническом прогрессеэ. Кннев." ]974, с. 44-50.
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