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. Рассмотрим полубесконечную круговую цилиндрическую оболочку
со свободным краем под действием радиальной локальной нагрузки. Полное

напряженно-деформированное состояние состоит из основного состояния,

локального краевого эффекта и изгибного СОСТОЯНИЯ,каждое из которых

описывается известными приближенными уравнениями теории оболочек и

пластин [1-3]. Плодотворностьтакого подхода к задачам локального нагру

жения оболочек показана на примере бесконечно длинной оболочки при

действии радиальных сил, приложенных по линиям контура [4].
Задача определения напряженно-деформированного состояния кру

говой цилиндрической оболочки при действии радиальной нагрузки может

быть сведена к решению дифференциального уравнения относительно раз

решающей функции:

R4
LФ (а, ~) = D Р (а, ~), (l)

L = V4(V2 + 1)2 - 2 (1 - v) (:;4 - дa~~2 ) V2+ 1~ ,,
2

д~: .

Усилия, изгибающие моменты и перемещения связаны с Ф (а, ~) известными

соотношениями.

Рассмотрим полубесконечную круговую цилиндрическую оболочку

со свободным краем под действием самоуравновешенной системы радиаль

ных сил, приложенных по k прямоугольным областям контура на расстоя

нии ~R от свободного края . Начало координат поместим в середине одной

нагруженной области, а нагрузку за пишем в виде

при Ial -< ао,

при ial>ao;

где

00

Р (а, ~) = рое (а) ~ ffi n cos kn~,
n=О

е (а) = { ~

I
k~o при n = О,

ffi
n

= n

_2_ sin kn~o при n = 1, 2, 3 .••
л;n

Решение разрешающегоуравнения (1) ищем в форме

OQ

Ф (а, ~) = ~ Ф, (а) cos kn~.
n=о ·

(2)

(з}

в результате подстановки (2), (3) в (1) получаем обыкновенное дифферен

циальное уравнение относительно Ф; (а):

PoR4
LФn (а) = -D- ffi n8 (а), {4}

где

_ (d2 22)2 (d2 22)2 d2
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(7)

для рассматриваемой здесь оболочки разрешающая функция Ф, (а)

является решением уравнения (4), значит, должна удовлетворять граничным

условиям на бесконечности (Ф, I-+ О) и четырем граничным условиям на
а-оо

свободном крае а = - ~:

Т1 (-~) = s (- Ю = О (тангенциальные граничные условия), (5)

Q' (-~) = 01 (-~) = О (нетангенциальные граничные условия). (6)

Численная реализация такого решения связана с известными труднос

тями . Одним из возможных путей построения приближенного решения,

обладающего приемлемой точностью и при годного для практических рас

четов, является метод расчленения напряженного состояния, примененный

в работе [4] и основанный на результатах асимптотического анализа точных

уравнений теории оболочек [2].
В соответствии с идеей применяемого метода при n < n* разрешающая

функция Ф, (а) может быть найдена приближенно, т. е.

о k
Ф; (а) = фn (а) + фn (а).

Уравнения для определения ф~ (а) и Ф~ (а) получаем из (4) путем соот
ветствующего упрощения оператора L. Разрешающая функция основного

состояния Ф~ (а) определяется из решения уравнения

(
d4 4) О _ p~R2

da4 + 41ln фn (а) - Eh щ..8 (а) ,

4114 = с;2 (l - v2г1 k4n4 (k2n2 - 1)2.

уравнения (7) с учетом граничных условий на бесконечности

является выражение

Решением

(ф~ 1-+0)
а-О

Ф~ (а) = c~en (а) + cg~n (а) + Ф~ (а), (8)

еn (а) . ехр (-Ilna) cos Ilna, ~n (а) = ехр (-Ilna) sin Ilna .

Частное решение ф~ (а) находим методом интеграла Фурье

n. 00

ER ЛО 1 R 2: ~ sin ао'А
-р фn (а) = 2 ~ -h юn cos kn~ 4 cos а.'Лd'Л .

пао о л (;'4 + 4ft )
п оп

О О бПроизвольные постоянные CJ, С2 должны ыть определены из танген-

циальных условий (5) на свободном крае. Опуская промежуточные выклад

ки, записываем окончательные выражения для разрешающей функции и

наиболее важных факторов основного состояния:

n·
Eh u А 1 ~ sin kn~o
-р Фn (а, ....) = 16 ~ 4 <Рn (а) cos kn~,

пао о n nftn

n·

~h w~ (а, ~) = 16~~o ~ n; sin kn~o<pn (а) cos kn~,
n IJ.n

_рl og (а, ~) = 1
4ttaol3.

n·

n

sin kn~o
n (k2n2-1) <рn(а) cos kn~, (9)

1 00 1 о
Р 1 (а., ~) = vр 02 (а, ~),

n·
k 2 . n.

&tao~ ~ -2 вш kn~o 1-:- C?~n (а) + ~en (а) +
о n !!n

+ {Т (1 а IH cos JШ~,
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(11)

(12)

qJn (а) = ~8n (а) + ~~n (а) + f (1 а [),

e2JJ.n;'ёrt = 2~" (6 + ао) 8n (- s) - 2~n (6 - ао) е '! ( - s) +
+ r~n (6 + ао) - ~n (6- ао)] ~" (- s) + !8n (6- ао) - оп (6+ аоН 8п ( - Ю,

2 .-
е JJ.n

6&z = 2~n (6+ ао) ~n (- s) - 2~fI (- 6)~" (1; - ао) - [~" (1; + ао)-

-~ (s-ao)] оп (- 6) + [8" (6 -ао) - 8" (6 + ао) ] ~n (-s),

f (1 а 1) = { 2 - ОП (ао -1 а 1) - О" (ао + Iа 1) при Iа 1.:(: ао,

8n (1 а I - ао) - 8" (1 а 1+ ао) при Iа I> ао,

1т (1 а 1) = { ~11 (ао -1 а 1) + ~n (ао + 1а 1) при 1а 1.:(: ао ,

~11 (1 а 1+ ао) - ~" (1 а 1- ао) при Iа 1> ао·
. Рассмотрим простой краевой эффект в месте приложения нагрузки.

Назовем его локальным в отличие от обычного краевого эффекта вблизи

края и по аналогии с точечным краевым эффектом [5].
для определения радиального перемещения краевого эффекта. которое

играет роль разрешающей функции, из (4) с учетом зависимости между пере

мещением и разрешающей функцией получаем

(:;4 + 4'114) шН (а) = PbR4
(])nв (а), (10)

4'114 = 12 (1 - ,,2) R2/h2.

Решение уравнения (10) с учетом граничных условий на бесконечности

(w k I -+ О) имеет вид
а->ОО

wk(а) = С18 (а) + C~6 (а) + r,;k (а),

в (а) = ехр (- 'I1a) cos 'I1a, ~ (а) = ехр (- 'I1a) siп 'I1a.

Частное решение уравнения (10) находим, применяя метод интеграла

Фурье, как и в случае основного состояния, а произвольные постоянные

cf. c~ определяем из нетангенциальных условий (6) на свободном крае.
Запишем окончательные выражения для радиального перемещения и ос

'НОБНЫХ силовых факторов локального краевого эффекта:

Е/! 1 -k 11* А
-р- w k (а, ~) = ~ w (а) ~ (])/I coskn~,

OflO 11=0

R k А t! -k ,,*
Р Т2 (а, IJ) = 8ao~o w (а) ~ (])/I coskn[3,

,,=0

1 1 - ,,*
р G1 (а, ~) = 16 2 ~ g (а) ~ (])11 coskn~,

1] ао о /1=0

1 Gk 1 .--k
Р 2 (а, ~) = 'v Р V. (а, ~),

где

"Wk (а) =';;88 (а) + ~4~ (а) + tw (1 а 1);

gk (а) = - C3~ (а) + С48 (а) + fo (1 а 1);

{оо (1 а 1) = { 2 - 8 (ао -1 а 1) - в (ао + Оа 1) при Iа 1<: ао,
. 8 (\а1- ао) - 8 (1 а I+ ао) при Iа I> ао;

'а (1 а 1) = { ~ (ао - iа 1) + ~ (ао +Iа 1) при 1а I .:(:ао,
~ (1 а 1+ ао) - ~ (1 а I - ао) при Iа I> ао·
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(13)

- k -k
ПостоянныеС1, С2 записываются так же, как и в случае основного со-

-о -о

стояния, достаточнолишь ВС1, С2 произвести замену Itn на 'У). Нетрудно за-

метить, что поведение всех приведенных факторов (12) при изменении ~

определяется характером поведения ряда Фурье для нагрузки (2).
Невязка в граничных условиях, появляющаяся за счет раздельного

наложения тангенциальных (5) инетангенциальных (6) граничных условий

при п < n* устраняется с помощью корректирующего краевого эффекта

вблизи края а = -~, построенного следующим образом:

- -
Ehw~ (а, ~) = 2'У) [С1 8 (а) - C2~ (а)],

k - --
RT2n(a,~) = -2'У)(С18(а)-С2~(а)J,

Тja7n (~, ~) = -IСl~ (~) + с28 (~)J.

Произвольные постоянные С1, С2 находятся из нетангенциальных гра

ничных условий (6) на свободном крае:

а1 1'! (-;) = a~n (-;; C1; С2) + а1n (-~) = О,

Qln(-~) = Q7n (-~; C1 ; С2) + Q~n (-~) = о.

Здесь а; (- ;), Q~n (-;) - амплитудные значения продольного изгибаю
щего момента и перерезывающей силы основного состояния при а = - ~.

При п > n* имеем Ф, (а) = Ф~ (а). Как и в случае краевого эффекта,
вместо разрешающей функции будем оперировать с радиальным перемеще

нием. для определения W U (а) из (4) с учетом связи между разрешающей

функцией и радиальным перемещением получаем

(:~2 - k2n2)2w~ (а) = PbR4
ffi n8 (а/. (14)

Решение уравнения (14) с учетом условия на бесконечности (w" --+ О)
а ..... 00

имеет вид

w~ (а) = (Cf + t;:kna) ехр (- kna) +~ (а).

Частное решение уравнения (14) определяем по методу интеграла Фурье,

а оставшиеся произвольные постоянные C~, C~ из нетангенциальных гранич

ных условий (6) на свободном крае. В результате радиальное перемещение и

изгибающие моменты в оболочке могут быть записаны в виде

ER u ( А) _ 3(l-v
2
) (!i.)B ~ sinknBo k А {[~ +

р w а,.... - 2nk4aoBo h ..:.. n. cos пр "3

n*+1

+diknaJ e-kn(a+~ + 2fw (1 а 1»), (15)

1 аи А 1 ~ sin knBo { (1 -
р 1n (а, ....) = 8лk2аоВо":" n3 [- - ") СВ +

,,*+1

+ (2 - (1 - ") kna) ё4 ] e-kn(a+;) + 2g1 (1 а I)} cos kn~,

] аи А ] ~ sin knBo -
р 2n (а, ....) = 8лk2аоВо":" n3 {[(1-v) СВ +

n*+1

+ (2" t (1 - ") kna) С:] e-kn(a+s) + 2g2 (1 а 1») COS kn~,
где

(1 - 'У) (3 + 'У) Св = g(-~) [l + 'V - (1 ~ 'У) kn~J + q(- ~ [2 + (1 - 'У) kn~);

- - -
(3 + 'У) С4 = q (-~) - g (-~);

]08



g(-~) = [2" - (l - ") kn ~ - (%о)} e-Iut~-a.) 

- [2" - (1- v) kn (~ + (%0)] e-kn(S+«о);

q(- ~) = {5 + 3kn ~ - ао) - 2v [1 + kn (~ -ао)]} e-kn(~-a.) 

- {5+ 3kn (~ + ао) - 2" [l + kn (~ + ао)]} e-kn(~+a.).

/2 т;рр' 5

Рис. I Рис. 2

Функцииле" (а), g~ (а), g~ (а) определяются так:
при а -< ао

. I I
W n (а) = 2 - ""2 e-kn/.a..-a) [2 + kn (ао - а)] - т e-kn(Ct.+Ct) 12 + kn (ао + а)],

gln (а) = 2v - [2" - (1 - v) kn (аа - а)] e-lln(Ctо-Ct) -

- [2" - (1 - ") kn (ао + а)] e-1m(Ct.+а),

g2n (а) = 2 - [2 + (1 - v) kn (ао - а)]) е-kn(а.-а)_

- [2 + (1 - ") kn (ао + аН е-Iln(ао+а);

/0

/2

! 8

4
-0,6 -fJ,4 -О) о О) fJ,4- а

Рис. 3

при а> ао
Iwn (а) = т [2 + kn (а - ао)] е-kn(а-ао ) -

I-2 [2 + kn (а + ао)] e-
lln(Cl.+ао),

1
g(n (а) = 2"" [2" - (1 - v) kn (а - ао)] х

I
Х e-lln(Cl.- Ct. J - """2 [2" - (1 - '-') kn (а +

+ ао)] e-
lln ( Ct+Cl.о ) ,

I
g2n (а) = """2 [2 + (1 - v) kn (а - ао)] х

~. х e-lln(Ct-Ctо )_+[2 + (1 - ") kn (а +
+ ао) Ie-lln1a-a.,.

Полное напряженное состояние оболочки получим сложением со

ответствующих выражений основного состояния (9), локального краевого

эффекта (12), корректирующего краевого эффекта (13) и нагибного состояния

(15). Результаты расчетов нормальных усилий, изгибающих моментов и
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радиального перемещення приведсны на рис 1-5 для следующих значений

параметров: R/h = 100, k = 2, ао = ~o = О, 125, ~ = 1QO; 1; 0,5; 0,25;
0,125 (кривые }- 5 соответственно). Отметим, что при ~= 100 произведено

с,р"

Рис. 4

-0.6 -44 -(},2 О

Рис. 5

()(

сравнение с решением для бесконечно длинной оболочки, найденным на ос

нове полных уравнений теори и оболочек с разрешающим уравнением (1).
Оно показало удовлетворительное совпадение результатов построенного

здесь и точного решений . Влияние величины удаления нагрузки от свобод

ного края достаточно отчетливо . видно из представленных на рис. 1-5
кривых.
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Рассмотрим упругую изотропную оболочку V с гладкой границей 5 -:
= 51 + 82, внешнюю к V неограниченную акустическую среду Q] и акус

тический заполнитель Q 2 оболочки V в процессе их взаимодействия, воз

никающего под действием внутренних источников колебаний и начального

возмущенного состояния в момент t = О. .
Пусть р{ (t, х) -избыточное давление, v~{) и, х) - проекция смещения

точки х = . (х(, х2 , хз) акустической среды Q{, Vj (t, х) - проекция смещения

точки х оболочки V на ось OX j декартовой прямоугольной системы коорди-
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