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1. с метод метод

ti ('
метод метод

0,0 0,30000 0,30000 1,1 -0,20813 -0,30800
0,1 0,28530 0,28588 1,2 -0,18119 -0,18354
0,2 0,24445 0,24649 1,3 -0,13825 -0,14285
0,3 0,18348 0,18737 1,4 -0,08411 -0,09041
0,4 0,10955 0,11521 1,5 -0,02418 -0,03156
0,5 0,03030 0,03730 1,6 0,03569 0,02797
0,6 -0,04672 -0,03905 1,7 0,08992 0,08260
0,7 -0,11464 -0,]07J4 1,8 0,13365 0,12741
0,8 -0,16782 -0,16129 1,9 0,16317 0,15856
0,9

I
-0,20222 -0,19739 2,0 0,17621 0.17358

1,0 -0,21572 -0,21310 2,1 0,17209 0,17162

Отсюда

БР) = 0,03200; ,\,\1) = -0,06145

б&\) = - О, 13062, 'V~I) = 0,12309,

б~\) = - 0,00002, 'Vi
1) = 0,00898,

бi
1
) = 0,00366, '\'i') = - 0,00937,

б~l) = -0,00011, 'V~I) = -0,00036 и т. Д.

Всего найдено 29 значений б~) и y~). Вычисления, проведенные на ка­
федре вычислительной математики Львовского университета инженером

М. А. Дзындрой, показали, что такого количества членов ряда достаточно

для обеспечения заданной точности. Постоянные В1 = -0,4439, В2 = 0,3582
находились для начальных условий t = О, <Хо = 0,3 рад, (;(,0 = О.

В таблице приведены результаты вычислений аналитическим (когда

решение представлено рядом) и численным методами.
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Пусть упругая бесконечная полоса шириной 2d, в которой имеется тепло­

изолированная трещина длиной 2l, расположенная на средней линии поло­

сы, нагреваетсястационарнымисточникомтепла мощности W. Предположим,
что на гранях полосы, свободных от внешних усилий, заданы температурные

условия первого, второго или третьего рода.

Температуру Т (х, у) представим в виде двух слагаемых:

т (х, у) = t* (х, у) + t (х, у). (1)

Здесь t* (х, у) - основное температурное поле в сплошной полосе с источ­

ником тепла, размещенным в точке А (Ь, с), которое определяем из уравне-
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ния [4]

w
6.t* (х, у) = - ---х- б (х - Ь) б (у - с) (2)

(3)
00

при заданных условиях на гранях полосы; 6 (х) - дельта-функция Дирака:

л - коэффициент теплопроводности. Для определения возмущенного тем­

пературного поля t (х, у), обусловленного наличием трещины, имеем син­

гулярное интегральное уравнение [1]
I+~ t' Ш К ( ; 6 Х ) d; = бf (х), Iх I~ 1,

-1

к (ш) = j L (f}) sin f}wdf!, t (х) = _ дt* (Ха: = О) ,
о

где б = -4-, а L (f!) для рассматриваемых граничных условий имеет вид

1] th п + hd •
1) L (f!) = cth f!, 2) L (f}) = th f}, 3) L (f}) = 1]+ hdth1] ,

h - приведенный коэффициент теплообмена.

Уравнение (3) при заданных на гранях полосы температуре или тепло­

вых потоках решается точно, а при конвективном теплообмене в случае

широкой полосы (6) 1) - приближенно, асимптотическим методом и] .

в качестве примера рассмотрим полосу с источником тепла постоянной

мощности W, расположенным в точке А (О , С), грани которой поддерживают­

ся при нулевой температуре. Тогда из (2) имеем [4]

л.х л (у + С)w ch -6- + cos 6
t* (х, у) = 4'Jtл 'П (4)

пх л (у - С)
ch-6- -cos 6

Решим интегральное уравнение (3). В результате найдем

t(x) = 2~л Vl - х2 ([Lo(x) + L (х)] (l - х2Г'/' + 2d1 (М О + М) «: +
+ [(М О + М) (di + d2 (l + х2» + d2 (No+ N)] б- + О (б-б)} . (5)

Здесь введены обозначения

00 00

(- I)k r r1 _ L (11)] 112k- 1d11 ,2 = ~I (2+k - 2_k); dk = (2k _ 1)1 {~ '1 '1 '1

где 2 обозначает любую из величин Е, М, N:

C±k+ Уl-х2

L±k = Jn V . ' м±k = C±k -/ a±k 1,
c±k - l-x2

N±k =C±k -2a~kc±k +2Ia~kl, a±k =с+2kб, сь» = V1 +a~k,

20 обозначает 2±k' вычисленное при ·k = О.

в таблице для некоторых значений б приведены величины L (О), М и N
при С = 1, а также максимальное значение температуры t (х), подсчитанное

по формуле (5) при х = О.

• Определим коэффициенты интенсивности напряженнй. . Возмущенное

температурное поле вызывает в окрестности трещины только поперечный
t t .

сдвиг, вследствие чего коэффициент k) = О, а k2 находим по формуле 16]

kl - - EYnr lim V1 _ х2 дu (х, О) (6)
2 - + 2 (1 - "1.2) дх

х ... ± 1



(7)

6 I 1,5 I 2 I 3 I б I 10 I 00

L (О) I -0,7420 I -0,4088 I -0,1777 I -0,0622 I -0,0146 l' О

М I 0,1838 I 0,1030 I 0,0454 I 0,0162 I 0,004 I О

N I 0,2549 I 0,1496 I 0,0599 I 0,0200 I 0,005
r

О

ПА

I I I I I I
--wt (О) 0,3804 0,6215 0,7599 0,8343 0,8495 0,8801

где Х = v В случае плоской деформации ; Х = о в случае обобщенного плос­

кого напряженного состояния; Е - модуль упругости; v - коэффициент

Пуассона; и (х) - смещение верхнего берега трещины в направлении оси

Ох. Производная функции и (х) определяется из интегрального уравнения [21

~ ер (s) R ( ~ (j Х ) dG = О, ер (х) = и' (х) - ~t (х), ~ = а (1 + х),
-1

00

r sh2ТJYJ2
R (ш) = J L* (1']) siПl']wd1'], L* (1']) = 2 sh 21']=21'] ,

о

(8)

(а - коэффициент линейного теплового расширения). Из уравнения (7)
найдем

где

I

и' (х) = ~ [t (х) - ;'Ф (Х) ], в = _1 r Цх) ах,
1 - х2 л J

-1

(9)

00

(-1)" r
ek = (2k-l)1 J II-L*(Ч)]1']2k-l dч;

о

е1 = - 1,3289; е2 = 0,9667;

ез = - 0,5154 .

Подставляя найденное выражение и' (х) в формулу (6), получаем

kl _ - J!1il ~ВЕ'Ф (1)
2 - + 2 (l-Х2)

ДЛЯ определения коэффициентов интенсивности напряжений, обуслов­

ленных основным температурным полем (4), воспользуемся формулой

1

k~ = 1 I k; (х) a~y (х) dx, i = 1, 2; j = х, у, (1 О)
-1

где k; - фундаментальные коэффициенты интенсивности напряжений, об­
условленные приложенными к берегам трещины в точке S = х равными

и противоположно направленными сосредоточенными единичными нормаль-

ными и касательными силами; ai~ (х) - нормальные и касательные напря­
жения на линии трещины в сплошной полосе, обусловленные источником

тепла.
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Выражения для k~ имеют вид [3]

· Vт=xz{] s:-2 [ (3)] 6-1 +k/ (± /, х) = -nJ--) =+ х -СiIU + еil + С/2Х ±""2- Х

+ [вп + Вiзх2 ± ~СiЗХ (1 + 2х2) - Сiзх4] 6-6 + О (6-В) } , (11)

2

е/\ = ~~~ - 2Ci2, Bi2 = +(7СПСЕ2 - C~2 - 19с/з),

ВiЗ =+(11СiЗ - Ci2Ci2), c1i = - 2,2836, С12 = 1,6966, С13 = - 0,8502, C2k = ek'

Напряжения в сплошной полосе на линии трещины будут такими [4]:

m т лх т

о {1 сп 2"б - cos 2б х sh 2"б cos 2б
ауу = ка -4-!П + -------

л :nх :nс h2 :nх 2 т
ch 26+coS 26 с 26-сOS 26

_~ rfJC ch Т)1 sh 1']С - 1']1 sh 111 ch 1']С cos 11Xd11}' 111 = 116; (12).. J ch2 ТJl (sh 2ТJI + 2Т)1)
о

. т

О { х ып 26 +
аху = ка

86 (Ch2 :nх _ cos2~)
. 26 26

(1'Jc sh Т)1 ch 1'Jc - ТJ1 ch 1']1 sh ТJc) (1']1 ch ТJl - sh ТJl) sin Т)хdТ) }

Т)1 sh21']1 (sh 2'11 - 2Т)1) ,

(1 +'II)e.tW
где К = А. (1- Х) ; а - модуль сдвига.

Подставляя выражения (11), (12) в формулу (10), получаем значения k~.
Пусть кроме тепловых воздействий к берегам трещины приложена нор-

мальная нагрузка р (х) = р = const. Тогда из формул (10), (11) имеем

с» "1'г-/ [1 Сl1 s:-2 + 1 ( Са ) s:-1 +«"1 = Р v 1t - -2- U 2 811 - -4- U

++(812 + e~~ _ C~2 ) 6-6 + 0(6-3)], k~ = О. (13)

Коэффициенты интенсивности напряжений, обусловленные температур­

ным полем и нагрузкой р, определяются формулой

k/ = k: +k~ + Щ. (14)
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