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УДК 5128

6.3. LUаsароsекнй

попнья СИСТЕМА ИНВАРИАНТОВМАТРИЦЫ

втоюrо ПОРЯДКА ОТНОСИТЕЛЬНО

ПОЛУекАЛЯРНОЭКВИВАЛЕНТНЫХПРЕОБРАЗОВАниА

в даННОЙ статье показано, как с помощью полускалярно эквивалентных

преобразований квадратные полиномиальные матрицы второго порядка

приводятся к более простым формам. и решен вопрос о подобии произволь

ных наборов числовых матриц строения 2 х 2. Пусть А (х) - полиноми

альная 2 х 2-матрица над кольцом С [х] и deg det А (х) > О. с помощью

УПШ1ЯНУТЫХ преобразований [2] приведем ее к виду

иА (х)V (х] = 11 е1 (х) 011 = А1 (х),
. 81 (х) а 1 (х) 82 (х)

где 81 (х), 82 (х) - инвариантные множители матрицы А (х) и deg (еl (х) Х

Х аl (х))< deg 82 (х). В дальнейшем, где это не оговорено. будем считать, что

аl (х) =t= const, т . е . матрица А (х) полускалярно эквивалентными преобра

зованиями к форме Смита не приводится.

Для удобства последующих наложений частное от деления полиномов

8'l, ':(X) и 81 (х) обозначаем через б (х) . Очевидно, что deg б (х) > О. Множество

всех корней полинома {) (х) обозначим через Мб: Мб = (а1 • . . . , аn) (n :>
:>- 1). Кратности корней a t • i = 1, '" п, полинома б (х) обозначим через

k t , а кратности этих же корней в полиноме аР) (х) (первая производная поли

нома аl (х) - через k, (возможно. что некоторые из k; равны нулю). Введем

еще такие обозначения: k; = k t + 1, i = 1, .. .• п. Множество Мб можно
разбить на непересекающиеся подмножества N И' и = 1•... , и, на каждом

из которых полином аl (х) из матрицы (1) принимает некоторое значение ~и'

причем ~! =1= ~l при j =t= 1, 1~ j. 1~ и.

Теорема 1. Числа т, = min (k;> k;), i = 1, ... , п, и подмножества N u•
и = 1, ... , и. относительно полускалярно эквивалентных преобразований

определяются матрицей А (х) однозначно.

Прежде чем доказывать эту теорему. сформулируем следующую лемму.

Лемма 1. Если матрицы

А 1 (х) = 11 81 (х) 011 А2 (х) = \\ 81 (х)
8] (х) а1 (х) 82 (х) , 81 (х) а2 (х)

вида (1) полускалярно эквивалентны и полиномы аl (х), а2 (х), б (х) имеют

общий корень. то (а ] (х), б (х)) = (а2 (х), б (х)), где (aj (х), б (х)) - наиболь

ший общий делитель (НОД) полиномов aj (х), б (х), i = 1, 2.
Доказательство этой леммы будет дано при доказательстве теоремы 4.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть матрицы (2) полуска

лярно эквивалентны. Если а! Е Мб является общим корнем полиномов

аl (х), az (х), то согласно лемме 1 (аl (х), б (х)) = (а2 (х), б (х)) и первая часть

теоремы доказана. Если а! не является общим корнем полиномов аl (х),

az (х), то существуют числа 1'1. 1'2 такие. что в матрицах

- I[ 1 0111181 (х) О ~ 1181 (х)
А1 (х) = 1'1 1 81 (х) а1 (х) 82 (х) 11 = 8] (х)а 1 (х)

- 111 О llll 81(х) 011 11 81 (х)
А2 (х) = 1'2 1 81 (х) az (х) 82 (х) ~ = ~ 81 (х) а2 (х)
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полиномы ~1 (х) = аl (х) +1'1' ~ (х) = ll:J (х) + 1'2 имеют общий корень ai •- -
Рассуждая как и выше, получаем, что (аl (х), б (х)) = (ll:J (х), б (х)), откуда

следует справедливость первой части теоремы.

Допустим теперь вопреки требованию теоремы, что для некоторых а"

a l Е Мб в матрицах (2) аl (а,) = аl (ад и ll:J (а,) =1= а2 (ад. Тогда суще

ствуют числа SI, ~2 такие, что в матрицах

,.. \\ 1 о 111181 (х) 011 /1 81 (х)
А1 (х) = SI 1 81 (х) а1 (х) 82 (х) = 81 (х) ~1 (х)

,.. 111 О ~ 1181 (х) 011 1181 (х)
А2 (х) = S2 111 81 (х) а2 (х) 82 (х) = 81 (х) ~2 (х)

~ ,..
полиномы а1 (х) = а1 (х) + S1, а2 (х) = а2 (х) + S2 удовлетворяют условиям

~1 (aj) = ~1 (ад = ~2 (а;) = О, ~2 (ад =1= О, что противоречит лемме 1.
Теорема 1 доказана.

В связи с приведением матрицы А (х) к виду (1) и установленными тео

ремой 1 некоторыми инвариантами такого приведения множество квадрат

ных матриц второго порядка над С [х] разобьем на следующие классы мат-

, kl, ' kl·
риц, В которых 1) k1, < -2-д.!IЯ некоторого ai, Е Мб; 2) ki :;>- 2' t = 1, ...
.. , п, и полином а1 (х) из матрицы (1) принимает равные значения на мно-

. ' kl· '
жестве Мб' 3) ki :;>- 2, t = 1, ... , п, для некоторого ai, Е Мб ki , < k1, И

полином а1 (х) принимает на множестве Мб по крайней мере два различных

значения; 4) k; :;>- ki , i = 1, .. ., п, и на множестве Мб полином Щ (х) прини

мает точно два различных значения; 5) k; :;>- ki , i = 1, ... , п, и на множестве
Мб полином а1 (х) принимает больше чем два различных значения и 6) мат

рицы, приводимые к форме Смита полускалярно эквивалентными преобра

зованиями. Обозначим эти классы соответственно через Н1, ••• , Н6 • Легко

видеть, что они не пересекаются и множество 2 х 2-матриц над С [х] исчерпы

вается ими ПОЛНостью. Нетрудно убедиться, что ПОЛИНомиальные матрицы,

характеристические числа для которых равны, могут принадлежать к Н1 ,

Н2 ИЛИ Н6 , а для которых попарно различны - к Н4 , Но или Н6 • К Нз при

надлежат только те матрицы, которые имеют кратные характеристические

числа, причем существует по крайней мере два различных характеристиче

ских числа.

Теорема 2. Полускалярно эквивалентные матрицы принадлежат к од

ному и тому же классу.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы очевидно вследствие теоремы 1.
Определение 1. Будем говорить, что матрица А 1 (х) вида (1) полуориен

тированная в некоторой точке (а/, ар) декартова квадрата M~, если

а1 (at) = О, а: nр) (ар) = Пр!,

где

Теорема 3.
что матрица

\
k~ при k~ < н;

nр = ,
О при kp :;>- ko.

Существуют числовые неособенные матрицы

(3)

р и Q, такие,

рА1 (х) Q= 1181 (х) 011 = F (х) (4)
81 (х) а (х) 82 (х)

" 2'
::::::."::;:-;:е:rrировзна в некоторои точке (а/, ар) Е Мб, причем kp < kp в

.:...:; ~= =?;:Е2.:<,.сежности А 1 (х) к Н1 , Н2 или Нз И а (CXt ) =1= а (ар) в случае

=~ ;: =: 2..=,;:=~Э: СП: ..11 (х) к Н4 или НО'



д о к а з а т е л ь с т в о. Если матрица А 1 (х) принадлежит к Н1 , Н2
или НЗ, то существует корень ар Е М б такой, что k~ < kp. Тогда в каче
стве Р берем матрицу вида

,
a~kp>(ap)

р= k" О
р

- а1 (at)

где а! - произвольный корень полинома б (х) (возможно, а, = ар), а в

качестве Q - матрицу

Q=
о

Легко убедиться, что при таком выборе Р и Qматрица F (х) в соотношении
2(4) полуориентированная в точке (at , ар) Е Мб.

В случае, когда матрица А 1 (х) принадлежит Н4 или Нь , фиксируем эле

менты a t , ар Е Мб такие, что а1 (at ) =F а1 (ар).

Положив в соотношении (4)

р = 11 а1 (ap)a~:t~ (а/) ~ \\ ' Q = 11(а1 (ар) ~а1 (аt)Г ' ~ ~,

получим полуориентированную в точке (а/, ар) Е M~ матрицу F (х).
Из доказательства этой теоремы следует практический метод приведения

произвольной матрицы А1 (х) вида (1) к виду (4).
Через d/ (еЛ), l = 1, 2, ... будем обозначать последовательные глав

ные миноры [l] порядка l матрицы еЛ вида

еЛ=

о

в дальнейшем будут использованы такие две леммы.

Лемма 2. Ранг матрицы

ak_' - bk-l

а,,-Ь,.

Ok+ 1 - bk+ !

о

о

(5)
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где l1.e =1= О, ЬО =1= О,

. tlt ~

,llo

Jl=

равен единице тогда и только тогда, когда для матриц

Ь] Ь2
ЬО

.13=

о о

(6)
справедливы равенства .

ао = Ьо• д[ (Л) = д[ ($), 0< l < 00, l =1= k.
Лемма 3. Ранг матрицы

ао-Ьо

а]-Ь]

(7)

где ао =1= О. ЬО =1= О, равен единице тогда и . только тогда, когда для матриц

(6) выполняются равенства К[ (А) = К1 ($). l = 1,2, ' " Здесь К1 (А) =
8.1 (А). - 8.1 (~)

=~' д[ ($) = -ь[+1 .
ао о

Д О К аз а т е л ь с т в о л е м м ы 2. Н е о б х о Д и м о с т ь. Пос

кольку ранг матрицы (5) равен единице, то каждые две строки ее линейно

зависимы и все миноры второго порядка, содержащие венулевую k + 1-10
строку. равны нулю. Из линейной зависимости этой строки с каждой из k
первых строк следует. что ао = Ьо , . ." аь.:, = bk-J, откуда д[ (А) =д[ ($);
О < l < k. Если ak = bk, ТО из линейной зависимости k + 1-й строки с

каждой из последующих строк следует, что ak+, = bk+l, .. ., аm = Ьт, '"
и доказывать нечего. Если ak =1= bk , то из равенства нулю минора.

содержащего k + 1-10 И k + 2-10 строки, вытекает, что в матрицах (6)
!J.k+J (А) = !J.k+l ($). Предполагаем по индукции, что из равенства нулю
миноров матрицы (5), содержащих k + 1-10 строку И одну из т - k после

дующих строк, вытекает равенство !J. l (Л) =д[ ($), k < [::;;;;; т. На осно
вании индуктивного предполож ения из равенства нулю минора, содержа

щего k + 1-10 И т - k + 1-10 строки, получаем Дm+\ (А) = Дm+) (.13).
. Доказательство достаточности . проводится методом индукции анало

гично доказательству первой части леммы.

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3. Н е о б х о д и м о с т ь. Так

как каждые две строки матрицы (7) линейно зависимы, то все миноры второго

порядка этой матрицы равны нулю. Очевидно. достаточно рассматривать

только миноры, содержащие ненулевую первую строку. Из равенства нулю

минора, содержащего первые две строки, следует, что ll] (Jl) = ;:\] ($). Пред
полагаем по индукции, что из равенства нулю миноров, которые содержат

первую и одну из т последующих строк, следует, что -Д2 (Л) = К2 ($), ...
...• Кт (Л) =;:\т ($). Из равенства нулю минора. содержащего первую

и т+ 1-10 строки, В силу индуктивного предположения получаем Кm+ 1 (А) =
= 6m+! ($).
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Доказательство достаточности легко провести методом индукции ана

логично доказательству необходимости.

Пусть матрицы

F (х) = 1181(х) О ~ . О(х)= 1181(х) О ~
82 (х) а (х) 82 (х) 11 81 (х) Ь (х) 82(х) 11

полуориентированы в точке (a t , ар) Е M~ и, как и ранее, k[, i = 1, о •• п 
кратности корней а[ полинома б (х) и k; = k; + 1, где Тг! - кратности кор

ней а! в полиноме a(l) (х). Будем считать, что a t = ар и k~ < kp, если мат
рица F (х) принадлежит Н1 , Н2 или Нзо Без ограничения общности предпо-

, k
лагаем также, что kp < Т в случае F (х) Е Н1 • Возможность такой полу-

ориентации обеспечивает теорема 3. Обозначим через Мб пересечение Ml\ n
n Ма, Ма - множество корней полинома а (х) , через Мб - разницу Мб "
Ма (возможно, Мб = 525)· для удобства введем еще такие обозначен ия:

аШ (сч) b(f) (сч)
al/ = jl ,ыl = j l ' i = 1, . .. n, j = О, .. . k t - 1.

Справедлива следующая теорема .

Теорема 4. для полускалярной эквивалентности указанных выше мат

риц необходимо и достаточно выполнение следующих условий :

1. Если F (х), G (х) Е Н1, то а) (а (х) , б (х) = (Ь (х), () (х» ; б) для каж-

дого а/ Е Мб такого, что k/ - k;~ k" .
а(О) (а,) = Ь(О) (а/), ... , a( k / -I ) (а,) = b( k/-I ) (а,) ; (8)

в) для каждого а! Е Мб (i = i1, ' " ih) такого, что kt - k; > k~, в матрицах

а i .k;+ 1 а/. k,l Ьц;+ I bt,k,]

Ь '
/,k,

Лi =

О О

(9)

atok; = b/,k;' ~! (Л/) = ~l (53д, 0< 1< kl - k;, 1=1= k;;

а ,- al.k:a ,= Ь. ,- Ь7 k'b ,;
l ,2k, '. Po2kp <,2k, • ; fJ,2k

p

г) для каждого CI., ЕМб такого , что k; < k;, в матрицах

ан : a/,krl Ibll b /,krl

а/о Ь/О

(10)

(11)

.Aj =

О

,53/=

О

(12)

a/Oaj1 Ь/ОЬ/l

Кl (Л/) = ~ (53 f), 1= 1, .,., kJ-1; (13)
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(14)

(15)

д) для каждого Щ Е Мб выполняется равенство

а ,+_1_ =Ь ,+_1_.
p,2k p а/о P,2k p bjo

2. Если F (х), G (х) Е Н2 , то выполняются пп. а) и б).

3. Если F (х), G (х) Е НЗ, то выполняются пп. а), б), г) и е) для каждо-

го aj Е Мб U= jl' ... , jq) выполняется равенство

ajo-a/,o _ b/o-bj,o

а /oaj,o - Ь jobj,O

4. Если F (х), G (х) Е Н4 , то выполняется п. а).

_ 5. Если F (х), G (х) Е Нб , то выполняется п. а) и

Е iИб (j = jl' ... , jq) справедливо равенство

а/,о (1 - а/о) _ Ь/,о (1 - bjo)
ajo(l-a/,o) -b/o(l-b/,o) ,

ж) для каждого aj Е

(16)

где Щ,о =1= 1.
Д о к а з а т е л ь с Т В о. Н е о б х о Д и м о с т ь. Пусть матрицы

F (х), G (х) полускалярно эквивалентны, т . е. существуют неособенная число

вая матрица S и обратимая полиномиальная матрица R(x), такие что

SF (х) = G (х) R (х) . (17)

Поскольку все элементы матриц F (х) и G (х) делятся без остатка на поли

ном 8 1 (х), то разделим на него обе части равенства (17), проведем соответ

ствующие сокращения и запишем полученное равенство подробно:

11

811 81211111 011 111 011//'11 (х) '12 (Х)/I
82] 822 а(х) о(х) = Ь(х) о(х) '21(Х) 'Z2(X)'

Последнее равносильно таким четырем скалярным равенствам:

811 + 812а (х) ='11 (х),

8120 (х) = '12 (х),

821 + 822а (х) ='11 (х) Ь (х) + о (х) '21 (х),

8220 (х) = '12 (х) Ь (х) + о (х) '22 (х).

Положив В третьем из них х = a t , получим 821 = О, а подставив '11 (х) из

первого в третье, получим равенство

S22a (х) - 811Ь (х) - 812а (х) Ь (х) = о (х) r21 (х) (18)

и сравнение

S22a (х) - Sl1b (х) - S12a (х) Ь (х) = О (mod о (х» . (19)

Так как $11 =1= 0,822=1= О (матрица S неособенная), то из сравнения (19) видно,
что (а (х), Ь (х» I ь (х) и (Ь (х), о (х» I а (х). Поэтому (а (х), О (х» I (Ь (х),

о (х) и (Ь (х), о (х» I(а (х), О (х», следовательно, (а (х), {) (х) = (Ь (х), о (х».

Необходимость условия а) доказана, что и доказывает лемму 1.
Пусть матрицы F (х) и G (х) принадлежат Н], Н2 или Нз. Дифференци-

, (1,')
руем kp раз обе части равенства (18) в точке х = ар. Учитывая, что а о (ар) =

, (1,')
= kp ! = Ь о (ар), получаем 811 = 822' Из сравнения (19) можно записать

следующее матричное равенство:

11811 8121111D1 000 Dnll=IIO .,. O~,

где Dt = '1 а,о - Ь,о о о. a"k,J - b"kj-I ~,
I О о О' О ~

если а,Е М6 и k, - k; ~ k;;
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a/. k; - b/,k; ... a/,2k; - b/. 2k; '" аi,kг' - ыlkг''D/=
О - а .Ь . ... - (а . Ь •+ ... + а 'Ь .)

l,k/ i,k/ i,ki-k/-' l,k i l,k i l,kгkг 1

если а/ Е Мб и k/ - k; > k;;

Il
a /o - Ь/О '" щ.kг' - b/,kr' ~DJ = ,
- Q;obJo .•• - (alobl,kr' + ... + щ.kгlЬ jО)

если а! Е Мб. Так как $11 =F О, то в каждой из подматриц D/ первая строка

является нулевой, поэтому а,о= Ь,о, ... , а" kг ' = Ь,. k f- ' , откуда следу

ет (8).
Если существуют а! Е Мб такие, что k; < kJ, то в силу того, что 511 =F

=F О, rang D J = 1, и леммы 3 в MaT~цax (12) выполняются равенства (13).
Отметим, что если F (х) Е Н2 , то Мб = О , поэтому условие г) касается
только матриц, принадлежащих Н1 или Нз.

Пусть F (х), G (х) Е Н1 • Поскольку 511 =F О, то rang D/ = 1, следователь

но, согласно лемме 2 в матрицах (9) выполняются равенства (10). По той же

причине каждые два столбца матрицы 11 D1 • • • DII 11 линейно зависимы .

Из линейной зависимости k; - l-го столбца каждой из подматриц D{, i =
= il' .. . , ih' из k; - 1-м столбцом подматрицы Dр вытекают равенства (11).
Если Мб =F О, то из линейной зависимости k~ - l-го столбца подматри
цы Dp с первым столбцом кажд~й из подматриц D; следуют равенства (14).

Если F (х), G (х) Е НЗ, то Мб =F О. Из линейной зависимости первого
столбца каждой из подматриц D j , j = j1' ... , jq, С первым столбцом под

матрицы D/. вытекает равенство (15).
В случае F (х), G (х) Е Hs сравнение (19) равносильно такому матрич

ному равенству:

о

(20)

a;Q - bfQ - щQы �Q $12 О

Среди строк матрицы из (20) существует строка " 1 - 1 - 1 11. в некото
рой строке той же матрицы первые два элемента отличны от 1. Без ограни

чения общности можно считать такой первую строку. Так как $11 =F 0,522 =F
=F О, то все миноры третьего порядка матрицы из (20) равны нулю. Очевидно,

достаточно рассматривать только те миноры, которые содержат указанные

выше линейно независимые строки. Легко убедиться, что из равенства нулю

этих миноров следуют соотношения (16). Необходимость теоремы доказана.

Для доказательства второй части теоремы достаточно провести все из

ложения в обратном порядке .

Следствие. Принадлежащие к Н2 или Н4 И полуориентированные в одной

и той же точке (а/, ар) Е M ~ матрицы F (х) и G (х) тогда и только тогда
полускалярно эквивалентны, когда F (х) = G (х).

Уточним вид матрицы F (х) из (4) так, чтобы любые две полускалярно

эквивалентные матрицы, имеющие этот вид, совпадали .

для каждого а; Е Мб И фиксированного о; Е М... выражения
а/о-а, ' 0,0 (1-010)

обозначим соответственно через '/" J ;г.
а;оого • а/о (1 -0,0)

Определение 2. Будем говорить, что матрица F (х) ориентированная

в точке (а(, ар, а,) декартова куба M~, если она полуориентированная

в точке (а" а,,) Е M~ и выполняются такие условия:

(2k~, О F Н
а (a~) = ,если (х) Е 1;
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а (аг) = min(-I. Re+ - 1). если F (х) Е нз;
( l'

а(аг)=m~п(-I,RеJJ!:....l -1), если Р(Х)ЕН 5 •
1 (г

Теорема 5. Матрица F (х)'вида (4) полускалярно эквивалентна матри

це, ориентированной в некоторой точке (a t , ар, аг) Е M~, причем если
, kt

F (х) Е Н1 , то а! = ар = а" kt < -2-' и если F (х) Е НЗ, то ае = ар,

, k tkt < -2-'

Д о к а з а те л ь с т в о. Пусть матрица F (х) Е Н1 вида (4) полуориенти-

2 ' kt
рованная в точке (ае , ар) Е Мб, где а! = ар, k/ < ""2 ' Положив в соотно-

шениях (11) Ь k' = О, Ь k' = а. k', однозначнонаходим Ь . 2k', i = i1, ••• , ib ,
1.2 / 1. 1 '. / с, 1

Положив В матрицах Y3t , i = i1, •• • , ih , из (9) Ь. k' = а. k' • . . . , Ь. 2k' I =
г. I '. / '. Г"

= а . 2k'-!' по определенным выше bl2k~ из соотношении (10) найдем осталь-'. ( . ,
ные элементы этих матриц. Если Мб =1= О, то из равенств (14) определяем
Ь;о, j = jl' ... , jq. А если существуют а; Е Мб такие, что k; < k;, то из
соотношений (13) по найденным Ь(О определяем b(l' ... , Ьj• kг l . Существует

единственный полином Ь (х) степени меньшей степени & (х), удовлетворяю

щий следующим условиям:

1) Ь(О) (aj) = Olb;o, ... , ь(kг1)(аj) = (k; - 1)1 Ь/.kгl

для каждого а(Е Мб;

2) Ь(О) (а,) = а(О)(а,), .•• , b(kr- I ) (аг) = a(kr-I ) (а,)

для каждого а, Е Мб, такого, что k, - k; ~ k,;

3 Ь(О) (h'-I) k' , kгl
) (at) = .. , = Ь t (at) = О, Ь / (at) = k/!bi,k;, ... ,Ь (ад =

~ (k/ - 1)1 Ьt. kгl ,

для каждого а/ Е Мб такого, что k/ - k; > k;.

Задача определения полинома Ь (х) по фиксированным значениям его

в точках а/, i = 1, ... , п, и фиксированным kt - 1 последовательным про

изводным известна как задача общей интерполяции Эрмита [3].
Если матрица F (х) принадлежит к Н2 или Н4 , то она уже ориенти-

рованная в точке (а/, ар, а,) Е M~. Если матрица F (х) Е Нз полуориен

тированная в точке (а/, ар) Е M~, то фиксируем произвольвый корень а, Е

Е IИi). Полагая в равенствах (15) brQ = min (-1. Re +- 1). однознач-
I IТ

но определяем Ь(О, i = il' ..., iq , по которым из соотношении (13) нахо

дим Ь,т, т = 1, ... , k; - 1. Существует один и только один полином степени

меньшей степени б (х), удовлетворяющий таким условиям:

1) Ь(О) (а;) = О!Ь;о, ••• , ь(kг\) (а;) = (k, - 1)!Ь;.k гl

для каждого а; Е Мб;

2) Ь(О) (ад = а(О) (ад, .,. , ь(kгl) (ад = а(kгl) (ад

для каждого a t Е Мб'
Пусть, наконец, матрица F (х) Е Н5 полуорентированная в точке (а/,

2 =
ар) Е М6 · Фиксируем корень а, Е Мб такой, что а (а,) =1= 1. Полагая
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в соотношениях (16) ЬгО = ~in (-1, Re Ji!jr 1 - 1), для каждого а; Е Мб

находим bjo, j = jl, ..., jq. Можно найти ПОЛИНом Ь (х) степени меньшей

степени б (х), который удовлетворяет следующим условиям:

1) Ь (а,) = b1o' ь(m) (aj) = а(m) (aj), т = 1, ... , kj - 1,

для каждого а! Е Мб;

2) ь(m) (ад = а(m) (ад, т = О•... , k;- 1,

для каждого а; Е Мб.
В каждом из рассмотренных выше случаев матрица

11

81 (х) О I1

G(х) = 81 (х) Ь (х) 82 (х)

ориентированная в точке (a l , ар, аг) Е M~. Кроме того, матрицы .Р (х) и
G (х) полускалярно эквивалентны, так как удовлетворяют теореме 4.Теоре
ма 5 доказана.

доказательство этой теоремы дает практический метод построения для

каждой матрицы вида (·1) полускалярно эквивалентной матрицы, ориенти-

рованной в точке (а/, ар, аг) Е M~ o
Определение 3. Будем говорить, что матрицы F (х) и G (х) имеют одну

и ту же К-форму, если они ориентированы согласно теореме 5 в одной и той

же точке (а/, ар, аг) Е M~.
Ясно, что не всякие две матрицы А (х) и В (х) могут быть приведены

полускалярно эквивалентными преобразованиями к ~атрицам, имеющим

одну и ту же К-форму. Однако легко убедиться, что если эти матрицы полу

скалярно эквивалентны, то такое приведение всегда возможно. Более того,

справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Полускалярпо эквивалентные матрицы, имеющие одну и ту

же К-форму, совпадают.

Д о к а э а т е л ь с т в О. Пусть матрицы F (х) и G (х), имеющие одну

и ту же K-фОР!l"у, полускалярно эквивалентны . Тогда выполняется равен

ство (18). Если F (х) , G (х) Е Н1 , то дифференцируем 2k; раз обе части этого
равенства в точке х = аЕ • Если F (х), G (х) Е Нз, то полагаем в этом ра

венстве х = аг • Каждый раз получаем 512 = О, а так как 511 = 522 =F О, то

а (х) = Ь (х).

В случае F (х) , G (х) Е Н2 или F (х), G (х) Е Н4 справедливость теоре

мы 6 вытекает из следствия теоремы 4. Если F (х), G (х) Е Нб , то полагая

в равенстве (18) х = а", х = аг , получаем

522 - 511 - 512 = О ,

522а (аг) - 51lЬ (аг) - 512а (аг) Ь (аг) = О.

Так как а (аг) = Ь (аг) =f= 1, ТО 512 = О, 511 = 522 =1= О и а (х) = Ь (х). Таким
образом, во всех случаях F (х) = G (х). Теорема доказана.

Замечание. Если матрица принадлежит Н6 , то форму Смита считаем

К-формой этой матрицы.

Пусть имеем два набора матриц второго порядка

(А1' .. , ,Ад, (В1 , · · · , Вд· (21)

Построим матричные полиномы

А (х) = Ех' +А1х'-
I + ... + A1, 8 (х) = Ех' + BtxZ

- 1 + ... + 81, (22)

где Е - единичная матрица . На основании работы [2] и теоремы 6 можно

сформулировать критерий подобия наборов (21).
Теорема 7. Наборы (21) подобны . т . е . А ; = t-tв,Т, i = 1, " 0' 1, тогда

и тол ько тогда, когда матр ичные полиномы (22), за п исанные в виде поли-
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номиальных матриц, полускалярно эквивалентными преобразованиями

приводятся к матрицам F (х) и G (х), имеющим одну и ту же J(-форму, и

F (х) = G (х).
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Произвольную ветвящуюся цепную дробь с положительными компонентами

с использованием эквивалентных преобразований, т. е. преобраэований,

не изменяющих величин подходящих дробей, можно привести к виду [5]
ею N

Ьо + L ~ I ь. 1 . I (1)
k=1 ik=J .,I...·'k

При N = 1 эта дробь вырождается в обычную цепную дробь

Ьо + ~~, (2)
k=1

вопрос о сходимости которой полностью решается необходимым и достаточ

ным критерием 3ейделя [5J.
Теорема Зейделя, Цепная дробь (2) с положительными компонентами

сходится тогда и только тогда, когда ряд '2.b k расходится .

В работе [1] доказан признак сходимости ветвящейся цепной дроби (1),
эквивалентный достаточности теоремы 3ейделя в случае N = 1, в работе

[4] установлена теорема , эквивалентная необходимости признака Зейделя,

которая формулируется так.

Теорема 1. Ветвящаяся цепная дробь (1) с положительными компонен

тами расходится, если ряд '2.~k сходится , где ~k = тах bi,i....'ь - максималь
i,i, ... ik

ный элемент дроби (1) на k-M этаже.

Нам понадобится также следующее утверждение [3J.
Теорема 2. Вегвящаяся цепная дробь (1) с положительными компонен

тами сходится, если

2р

Нтп ~ ak (ak+1 + ---W-L + I N I + ... + I N I ) = 00, (3)
о ....ею k=l k+2 СХk+З cx2P_ k+ 2 [ : ] + 1

где ak = ппп bl,12""k' ~k = тах b l" '''''k - минимальный и максимальный
l,i, ...lk l,i ••.. l k

элементы дроби (1) на k-M этаже; N - число ветвлений.

Следствие. При выполнении условий теоремы 2 ветвящаяся цепная дробь

О) сходится, если
ею

~ ak = 00 (4)
и

k=1
ею

L ak(ak+1 + N I + N I + . .. ) = 00. (5)
I~k+' \СХk+Зk=1
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