
номиальных матриц, полускалярно эквивалентными преобразованиями

приводятся к матрицам F (х) и G (х), имеющим одну и ту же J(-форму, и

F (х) = G (х).
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Произвольную ветвящуюся цепную дробь с положительными компонентами

с использованием эквивалентных преобразований, т. е. преобраэований,

не изменяющих величин подходящих дробей, можно привести к виду [5]
ею N

Ьо + L ~ I ь. 1 . I (1)
k=1 ik=J .,I...·'k

При N = 1 эта дробь вырождается в обычную цепную дробь

Ьо + ~~, (2)
k=1

вопрос о сходимости которой полностью решается необходимым и достаточ­

ным критерием 3ейделя [5J.
Теорема Зейделя, Цепная дробь (2) с положительными компонентами

сходится тогда и только тогда, когда ряд '2.b k расходится .

В работе [1] доказан признак сходимости ветвящейся цепной дроби (1),
эквивалентный достаточности теоремы 3ейделя в случае N = 1, в работе

[4] установлена теорема , эквивалентная необходимости признака Зейделя,

которая формулируется так.

Теорема 1. Ветвящаяся цепная дробь (1) с положительными компонен­

тами расходится, если ряд '2.~k сходится , где ~k = тах bi,i....'ь - максималь­
i,i, ... ik

ный элемент дроби (1) на k-M этаже.

Нам понадобится также следующее утверждение [3J.
Теорема 2. Вегвящаяся цепная дробь (1) с положительными компонен­

тами сходится, если

2р

Нтп ~ ak (ak+1 + ---W-L + I N I + ... + I N I ) = 00, (3)
о ....ею k=l k+2 СХk+З cx2P_ k+ 2 [ : ] + 1

где ak = ппп bl,12""k' ~k = тах b l" '''''k - минимальный и максимальный
l,i, ...lk l,i ••.. l k

элементы дроби (1) на k-M этаже; N - число ветвлений.

Следствие. При выполнении условий теоремы 2 ветвящаяся цепная дробь

О) сходится, если
ею

~ ak = 00 (4)
и

k=1
ею

L ak(ak+1 + N I + N I + . .. ) = 00. (5)
I~k+' \СХk+Зk=1
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докажем это следствие. Условие (4) в силу теоремы Зейделя является до­
статочным для того, чтобы члены ряда (5) имели смысл. Покажем, что

условие (5) эквивалентно условию (3) теоремы 2. Для этого введем сокращен­
НЫе обозначения:

'k = C1.k + N I + N I + N I +I ~k+l 1аЧ2 I ~k+3 (6)

Pk = ~k + N 1 + N I + N I + (7)
I ct.k+J I ~k+2 lct.k+З

Г
"
(р) = С1." + N 1 + N 1 + + N I

I ~k+1 Iа"+2 Ict.
2р+2 [:] -ЧJ

(8)

Р" (р) = ~" + N I + N I + ... + N I (9)
lct.k+1 I Bk+2 I~

2р+2 [~] -k+1

где [ ~ ] - целая часть' числа k/2. Из расходимости ряда (5) следует, что
для произвольного индекса ko и константы L > О существует индекс по,

' f!o

такой, что ~ Ф-1 • Г• >- L. Из сходимости дробей г" следует, что для
s=ko

проиэвольного ~> О существует номер р такой, что

GtS_1 (rs - Ts (р) < в (5 = ko, ko+ 1, .,. , ,По),

Таким образом,

по f!o по L
~ C1.s-IТs (Р) = ~ Щ-1Гs- ~ C1.s-I(Тs-Тs(Р»>-L-~(nо-kо)>-2'
s=ko s=ko s=kn

если ~ достаточно малое. Следовательно, выполняется условие (3). Наобо­

рот, для выполнения условия (3) необходимо, чтобы выполнялось усло­

вие (5), так как
2р

~ C1.kTk+1 (р) =
"=1

2р

= ~l С1." (C1.k+l + С1.k+З + + С1.2Р+2 [-}1- k+ I ) '

Поэтому члены ряда (5) имеют смысл. Все остальное следует из свойств вил­

ки, так как г• (р) < ' S ' Следствие доказано.

Теорема 3. Если для ветвящейся цепной дроби (1) с положительными

членами существует константа М > О такая, что

~" ~ MC1.k+l, ~k+l ~ МС1.
"

(k = 1, 2, ...), (10)

то эта дробь сходится тогда и только тогда, когда

где

~ ~" = 00,
k=l

C1.k = min bl,I•..• lk;1,12••• l k

(11)
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(12)

д о к а з а т е л ь с т в о. Условие (11) является необходимым .приана­
ком сходимости дроби (1) даже ' без каких-либо дополнительных ограниче­

ний (см . теорему 1). Остается доказать достаточность. Для этого понадо­

бится такая лемма ' [2].
Лемма. Пусть

т N

СХО = 6'0 + ~ ~ Iь J I
1<=1 {k=1 i ,{· ···{k

ветвящаяся цепная дробь с положительными членами. При вычислении

Ьо , b{,{ {k (1 ~ ik ~ N; k = 1, т) допущены относительные погрешности

60' 6{'{ {k · Если Ьо > О, b{li• .. .i k > О - приближенные значения Ьо и
bi,l....ik соответственно, то абсолютная величина относительной погрешности

при вычислении дроби (12) не превышает величины

шах шах (1 6I, i , ...i2s 1, 11 бil~ "" ZS+' I) , (13)
s 1,1....iZs+J + i,i , . .,iZs+ 1

причем 610 = 60'
Продолжим доказательство теоремы 3. Рассмотрим два возможных слу­

чая (см . обозначения (6)):

а) Нш г, = сх > О, б) Игп г, = О.
k ..... со

в случае а) последовательность 'k' имеющая смысл в силу условия (11) и

теоремы Зейделя, ограничена снизу, т, е . существует константа а > О такая,

что 'k > а . Учитывая условие (10), заключаем, что расходимость ряда ~Pk

эквивалентна расходимости ряда ~CXk' А из ограниченности снизу после­

довательности 'k и расходимости ряда ~CXk следует ВЫполнение условия

(5). Поэтому в силу следствия ветвящаяся цепная дробь (1) сходится . В слу­

чае б) существует подпоследовательность Tk, стремящаяся к нулю при
n

n -+ 00. Но тогда для произвольного достаточно малого е > О существует

номер ПО такой, что для всех n > ПО справедливо неравенство 'k < е.
n

Рассмотрим последовательность Pk (см. обозначения (7)). Так как

N
'k = CXk +---, то Пгп р, +1 = 00,

n п Pkn+1 n.....оо"

и, следовательно, для произвольной положительной достаточно большой

константы К существует номер nl такой, что для всех n > nl справедливо

неравенство Pk,,+1 > К. Пусты, n2 = шах (по. nl), kn, = 5, тогда для

всех п > n2 имеем

IPk +, -'k I> К-е.n n

Используя эквивалентные преобразования, приведем обычные цепные дроби

(6) и (7) к дробям с частными числителями равными единице:

1 1+ 1 1 I 1+
'k=CXk + +---....,-'-

I ~k+IN-1 Ia:k+z I ~k+зN-1

Pk = ~k + 1 1 + + 1 ,1 + '"
I a:k-/-IN-1 I ~k+2 1а:k+зN

Их подходящие дроби четного порядка (см. выражения (8), (9)) будем обоз­

начать через 'k (р) И Pk (р) соответственно .

В силу сходимости дробей (6) и (7) для уже выбранных е > О и номера

5 существует индекс р такой, что

Гя - ' s (р) < е и ps- р, (р) < е.



Учитывая утверждение леммы, где N = 1, (1.,., ~S+lN-l, (1.,5+2, ... - точные,

а ~5+1, (1.,S+2N-J
, ~5+З' ... - их приближенные значения, и условия (10) теоре­

мы 3, получаем

ITs(P)-Р5+1(Р)I~тs(Р) mах {\~S+l+k -аS+k/,

O"';;k"';;2p as+k
1"';;т"';;2p-l

I
(аS+т+IN-I_~ ~s+тN-])/fs+тrl_1 '} ~ 1; (М + 1).

1+ (as+т+IN - ~s+тW- )/~s+тN

Таким образом,

К - 1;~ Ips+l - Ts i~ (r s - Ts (р» + (ps+l - ps+l (р)) +
+ I Ts (р) - ps+1 (р) I~ 21; + 1; (М + 1) = 1; (М + 3),

что невозможно для произвольных достаточно малых 1; и достаточно боль­

ших К. Из полученного противоречия следует, что случай б) в предположе­

ниях теоремы 3 не имеет места. Теорема 3 доказана.

Замечание. Как видно из доказательства теоремы, условие (10) суще­

ственно используется только в том случае, если 1imcxk = О. Если же 1imcxk >
k::OO ~

> о, то условия (4), (5) следствия гарантируют сходимость ветвящейся

цепной дроби (1).
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Одним из основных направлений развития фундаментальных исследований

в области механики деформируемого твердого тела является расширение

свойств механических моделей путем учета различного рода немеханичес­

ких форм движения. Такое расширение свойств теоретических моделей тре­

бует введения дополнительных параметров состояния, для определения ко­

торых необходимо получить дополнительные уравнения, описывающие кон­

кретные процессы . Общий подход к построению континуальных моделей с

расширенными физико-механическими свойствами разработан Л. И. Седо­

вым [41, 42].
В работе [17] (см. также последующие работы [19, 28,30]) методами ме­

ханики сплошной среды и термодинамикинеобратимых процессов получена

линейная система дифференциальных уравнений, описывающая физико­

механическое состояние двухкомпонентного твердого раствора с учетом
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