
Учитывая утверждение леммы, где N = 1, (1.,., ~S+lN-l, (1.,5+2, ... - точные,

а ~5+1, (1.,S+2N-J
, ~5+З' ••• - их приближенные значения, и условия (10) теоре­

мы 3, получаем

ITs(P)-Р5+1(Р)I~тs(Р) mах {\~S+l+k -аS+k/,

O"';;k"';;2p as+k
1"';;т"';;2р-l

I
(аS+т+IN-I_~ ~s+тN-])/fs+тrl_1 '} ~ 1; (М + 1).

1+ (as+т+IN - ~s+тW- )/~s+тN

Таким образом,

К - 1;~ Ips+l - Ts i~ (r s - Ts (р» + (ps+l - ps+l (р)) +
+ I Ts (р) - ps+1 (р) I~ 21; + 1; (М + 1) = 1; (М + 3),

что невозможно для произвольных достаточно малых 1; и достаточно боль­

ших К. Из полученного противоречия следует, что случай б) в предположе­

ниях теоремы 3 не имеет места. Теорема 3 доказана.

Замечание. Как видно из доказательства теоремы, условие (10) суще­

ственно используется только в том случае, если 1imcxk = О. Если же 1imcxk >
k::OO ~

> о, то условия (4), (5) следствия гарантируют сходимость ветвящейся

цепной дроби (1).
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Одним из основных направлений развития фундаментальных исследований

в области механики деформируемого твердого тела является расширение

свойств механических моделей путем учета различного рода немеханичес­

ких форм движения. Такое расширение свойств теоретических моделей тре­

бует введения дополнительных параметров состояния, для определения ко­

торых необходимо получить дополнительные уравнения, описывающие кон­

кретные процессы . Общий подход к построению континуальных моделей с

расширенными физико-механическими свойствами разработан Л. И. Седо­

вым [41, 42].
В работе [17] (см. также последующие работы [19, 28,30]) методами ме­

ханики сплошной среды и термодинамикинеобратимых процессов получена

линейная система дифференциальных уравнений, описывающая физико­

механическое состояние двухкомпонентного твердого раствора с учетом
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взаимосвязи между процессами деформации, теплопроводности и диффузии

вещества и имеющая вид:

уравнение равновесия (при отсутствии массовых сил)

Vтот" = О; (1)

балансовые уравнения

V2t .: <Ое,'!' ..!!.- + d .г: + д<р
- ')." д. . е,,!, д. ,\,'!' д't '

е,,!,

~2 _ <Oe,t дqJ d де дt •
V qJ - -').,,- a:t + e,ta:t + "Yta:t'

e,t

уравнения состояния

ОП = 2Gel/ + (ЛqJ,tе - ~qJKqJ,tqJ - ~,Kq>,tt) gi/.

<Ое qJ ~tKqJ t
s = ~ t + -р-'- е + ,\,e,lqJ,

С '.' + ~q>KqJ,t е +" t·= \Ue,tqJ р ,е,,!, ,

геометрические СООТНошения

1
ен = т (Vp/ + VP;)

и уравнения совместности деформаций

Eii kErf>fV8 ,ejs = О.

(2)

(3)

(4)

(5)

Здесь й - вектор перемещения: ; и ~ - тензоры деформаций и напряже­
ний; е = gl/eij; t = Т - То - приращение абсолютной температуры

(отклонение температуры от равновесного значения То); s = 5 - 50 - при­

ращение плотности энтропии на единицу массы; qJ = ф. - фо - прира­

щение разности химических потенциалов компонент твердого раствора;

с = С - со - приращение концентрации растворенного вещества, рассчи­

танной на единицу массы; 1: - время; G - модуль сдвига; ЛqJ,l и KqJ,t­
постоянная Ляме и объемный модуль упругости; Ше,' - коэффициент,

характеризующий изменение концентрации с изменением разности хи­

мических потенциалов; Ше,'!' - удельная теплоемкость; Ле.t - коэффи­

циент массопроводности; Лг.'Р - коэффициент теплопроводности; '\'e,t­
коэффициент, характеризующий изменение энтропии с изменением разнос­

ти химических потенциалов; Уе,'!' - коэффициент, характеризующий изме­

нение концентрации с изменением температуры. Два нижних индекса ер,

t (е, t; е, ер) указывают, что коэффициент подсчитывается при постоянных

разности химических потенциалов и температуре (постоянных объеме и тем­

пературе; постоянных объеме и разности химических потенциалов); at и

и ~t - коэффициенты линейного и объемного температурного расширения

(~t = Заt) ; а'!' и ~'!' - коэффициенты' линейного и объемного концентра­

ционного расширения (~'!' = ЗаqJ);

d - ~qJKqJ.l. d _ f}tK'P.tTo • " г.,!, .
e,t - р')." , е. 'Р - р')." ,Yt = -1.- •

е. ' е, 'Р е.!

VI - символ ковариантного дифференцирования; V2 - оператор Лапласа;

i - метрический тензор; E1
/
k

- компоненты Е-тензора .
В рамках принятого линейного пр иближения плотность р считается

постоянной. После решения системы уравнений (1) - (5) истинное распре­

деление плотности можно найти из уравнения неразрывности, которое запи­

шем в несколько преобразованном виде dp = -pde.
При выводе уравнений (1) - (5) существенным образом использова-
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(6)

(7)

1

(1)

'[+

лась гипотеза локального равновесия [1О, 10

df = - 5dT + J.... (Jl/dei/ + ФdС,
р

которая, в частности, при задани и плотности (на единицу массы) свободной

энергии позволяет получить уравнения состояния

5 = - ( ;~ ) д' ап = р ( a~~j ) , ф = ( :~ )д •

«с г.с е. Т

Например, раскладывая функцию f (Т, ei/, С) в ряд в окрестности точки

Т = то, ец = О, С = со и ограничиваясь квадратичными слагаемыми

f = fo - 5 0t + Фос + A 1t2 + А2с
2 + Азtс + А4е

2 + Аьес + A6et + A7eljeij, (8)
с помощью формул (7) при соответствующем физическом истолковании коэф­

фициентов Af приходим к линейным уравнениям состояния (3). Подчер­

кнем, что в разложении (8) линейное по е

слагаемое отсутствует, так как предпола­

гается, что в начальном состоянии нет на­

пряжений и деформаций. Постоянная fo
представляет собой значение плотности

свободной энергии в начальном состоянии

и никак не отражается на уравнениях

состояния, получаемых путем дифференци­

рования .

Рис. I Рис. 2

Постановка краевых задач для описанной системы уравнений требует

задания начальных и граничных условий. Характерные особенности

различных типов начальных условий исследовались в работах [33, 35]. Мы
рассмотрим достаточно общие с точки зрения рассматриваемых предпосылок

граничные условия. При их выводе будем исходить из того, что вблизи по­

верхности раздела двух сред в связи с перегруппировкой атомов, вследствие

окисления, нанесения специального покрытия и т. д. образуется припо­

верхностный слой, обладающий отличными от основного материала физико­

механическими свойствами (рис . 1) [18, 27, 36, 39] .
Величины, относящиеся к двум контактирующим средам и переходному

слою между ними, будем отмечать верхними индексами (1), (2), (О) .
. Предположим, что поведение материала в областях (1) и (О) описыва­

ется соответствующими системами уравнений (1) - (5). В области (2) также
необходимо рассматривать систему уравнений модели, выбранной для опи­

сания ее свойств. для простоты будем считать, что механическое и физиче­

ское воздействие среды (2) на переходный слой известно, т. е . на поверхности

~+ заданы необходимые величины .
Таким образом, возникает необходимость решения трехмерных систем

уравнений в областях (1) и (О) и стыко вки полученных решений . Вместе

с тем незначительная, как правило, толщина переходиого слоя по сравнению

с другими размерами тела позволяет при некоторых допущениях тем или

иным способом вместо трехмерных уравнений получить двумерные и трак­

товать их как обобщенные граничные условия .

Существуют различные методы сведения трехмерных систем к двумер­

ным (в основном для невзаимосвязанных уравнений). Например, допускают,
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(9)

что ТО.1Щпна слоя постоянна. и используют разложение искомых вели­

чин в степенные ряды по нормальной к срединной поверхности координате

[9, 12, 16, 32], по полиномам Лежандра [2], символический (операторный)

В5, 21, 29, 31] и другие [1, 4, 8] методы.

Проиллюстрируем основные идеи на простейшем случае линейной за­

висимости искомых величин от нормальной координаты у. Смешанная систе­

~13 координат а, ~, у представлена на рис. 2. В дальнейшем будем придер­

живаться обозначений, принятых в монографии [341. Таким образом, при

использовании гипотез Кирхгофа - Лява получим

и(О) = и - 81у , V(O) = V - 82у , W(O) = ш;

(О) (О)

еаа = 81 + %IУ, евв = 82 + %21',

(10)

(11)

(12)

(13)(О) Ф Ф у (О) С зс у
qJ = 1+ 2Т' с = 1+ 2Т'

1 aw I aw
где 81 = А да - k1u; 82 = В дi:\ - kzv; и, v, w - перемещения: 81' 82'

812' %н %2, %12 - компоненты деформации: н.. kz - главные кривизны;
А, В - коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности

слоя 2:;

I!

N r (О) (1 k d
1 J ааа + 2У) у;

-h

11

к; = f a~~ (1 + k 1y) dy,
-h

/1

М1 = f o~ (l + k2y) ydy,
-h

h

М2 = f (J~OJ (l + k1y ) ydy,
-h

h

н.; = f (J~oJ (1 + k2y) dy,
-h

h

N21 = f a~~ (1 + k1y ) dy,
-h

h

М12 = I (J~J (l + k2y) ydy,
-h

1,

М21 = I a~~ (1 + k1y)ydy,
-h

(14)

18

11

Т1 = ~ I t(O)dy,

-h

h

S 1 r (O)d
1 = 2h J s у,

-h

h
1 r (О)

Ф, = 2h J qJ dy,
-h

/1

1 r (O)d
С1 = 2h J с у,

-11

h

3 r (О)
Т2 = 2Ji2"" J t ydy,

-11

/1

S 1 r (О)
2 = 2h2 J s ydy,

-11

h

3 r (О) d
Фz = 2hZ J qJ у у,

-h

h

С 1 r (О) d
2 = - 2112 ll!С У у.

(15)



Постулируем уравнение локального равновесия в виде

dF = - 51dT 1- 52dT 2+ ФldС] + Ф2dС2 +

1+- (N!dB1+ N2de2+ 5 12de12+ M!dx1+ M 2dX2+ 2H I2dx I2). (16)
р

Тогда уравнения состояния определяются с помощью соотношений

дF дF дF
N1 = p~, N2 = Р-да , 512 = Рае; (17)

И"I ~2 12

дF дF дР
М 1 = Р -д-' М2 = P-д~ , 2Н12 = р-д-; (18)

Х] ~2 Х]2

дF дF
51=- т.> 52=- дТ2 ; (19)

дF дF

Ф, = дС! ' Ф2 = дС2 ' (20)
h

где F = 2~ S /(0) (1 + k!'I() (1 + k2'1( ) d'l( - усредненная плотность (на еди-
-~

h

ницу массы) свободной энергии приповерхностного слоя; Р == Sp(O)d'l(_
-h

усредненная плотность, относительно которой в рамках принятой линейной

теории можно повторить все сказанное выше о плотности р(О), в частности,

из уравнения неразрывности следует, что

dp =-00 - pd (е1 + (2) . (21)

При исследовании поверхностных явлений в сплошных средах рассмат­
ривают плотность свободной энергии не на единицу массы (F), а на единицу

площади поверхности F'1: = pF. В отличие от постоянной Fo в разложении

функции F в ряд в окрестности начального состояния постоянная F 1;0 В раз­

ложении в ряд функции F}; играет важную роль при получении уравнений

состояния. Величину F};o при некоторых допущениях можно трактовать

как поверхностную энергию '1(0' Необходимость учета постоянной F};o при

исследовании явлений, связанных с образованием поверхности, отмечалась

Л. И. Седовым [43-45]. .
Соотношения (17) с помощью формулы (21) перепишем в виде

N
1

= р дF = дрF -F~= дF}; + Fp д(еI+е2) =F};+ дF}; ,
де, де, де! де, де] деI

дF1; (22)
N2=F};+-д-'

е?

Формулы (22) известны как формулы Херринга [49, 52, 53, 55].
F};

Поскольку F =-, то в разложениифункции F в ряд в окрестности на­
р

чального состояния появляется линейное по 8 = 81 + 82 слагаемое. Дей­

ствительно,

F = F1; ~ FJ:. ~ FJ:. (1 + 8) =~ +~8 + квадратичные (23)
р Ро (1 - е) Ро Ро Ро слагаемые,

где Ро - плотность материала недеформированного приповерхностного

слоя. Таким образом, ограничиваясь квадратичными слагаемыми, полу­

чаем

2*

F = Fo+ ~: 8 + B1Tf + B2T~ + ВЗС~ + B4C~ -1- В5Т1С! +

+ ВвТ2С2 + В78
2 + В8х

2 + В98* + B10Xot. + ВнеТ1 + В128С1 +
+ В1ЗХТ2 + B I 4XC2 + В158Т2 + В1в8С2 + В17ХТ1 + В1вхС! + В19хе +

+ В20Т2С1 + В21Т1С2 + В22Т1Т2 + В2зС1С2. (24)
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Зэесь t! = ~1 + е2, х = %1 + %2' е* = 8a~8al\, %* = %al\%al\. Обычно по­
стоянные В15 , ••• , В2З полагают равными нулю, в дальнейшем мы также

ограничимся этим приближением. Отметим, однако, что в литературе извест­

ны уравнения состояния с более сложными перекрестными эффектами, на­

пример в теории поверхностей Коссера r50].
формулы (24) при соответствующем физическом истолковании по­

стоянных В, приводят К уравнениям состояния

N1 = 1'0 + D1 [81 + "82- (1 + ") a~0)T1 - (l + ") а~0)Ф1] = 1'0 + N;,

N2 = 1'0 +D1 [82 + "81 - (l + ") а}0)Т 1 - (l + ") а~)Ф1] = 1'0 + N;,

S \-v D
12 = --2- 11012; (25)

(28)

(27)

(26)

D ( 1+ v (О) I + v (О)ф)
М1 = 2 %1 + "%2 - --h- at Т2 - --h- а(р 2'

(
1+ v (О)Т ] + v (О) )

М\! = D2 %'1. + "%1 - --h- аl 2 - - -h- аф Ф2 ,

Н12 ~ (1 - ") D '1.%12 ;

0>(0)

S1 = ; .'1' Т1 +
О

(О)

S = <i'е,ф т +
2 ЗТО 2

А(О)ЮО)

'"'1 ф.1 (О)ф
(О) 8 + I'е.! 1t

р

~(О)ЮО)h ,\,(0)
1 ф.1 %+~ф'
Зр(О) 3 2'

А(О)К(О)

С (O)D + '"''1' '1'.1 + (О)Т
1 = Фe,t ( 1 (О) 8 I'е.<р l'

р

0>(0) A(O)K(O)h (О)

С - е.1 Ф + '"''1' '1'.1 % + '\' е.'1' т
2 - -З- 2 Зр(О) 3 2'

2hE(O) Е(О)

D '1'1 2h3
'1'1 (О) П В(О)

где 1 = 1 _ "Y~ ; Dz = -З- 1-'v2 ; V = Vф.1 - коэффициент уассона; ф.t-

модуль К)нга материала приповерхностного слоя . Усредненные уравнения

состояния исследовались в работах [26, 48], в которых, однако, не делалось

различия между величинами N1 , N 2 и н; н; т. е. не учитывалось влияние
поверхностной энергии.

Усреднение трехмерных уравнений (1) - (5), записанных в ортого­

нальной смешанной системе координат а, ~, 1', приводит после некоторых

преобразований к следующей двумерной системе уравнений относительно

введенных усредненных характеристик:

уравнения равновесия

dBN1 _ дВ N + dAS12 + дА S + k ( дВМ1 _.!!!... М +
да да 2 д~ д~ 12 1 да да ,2

+ 2 дАН!2 + 2~ дА Н ) __ АВ ( (2) _ (1»
д/3 k

1
д/3 12 - О'а'l' О'а'l' ,

aAN 2 _ дА N + dBS12 + дВ S + k ( дАМ2 _ дА М +
д/3 д/3 1 да да 12 2 д/3 . д~ 1

+ 2 гнн ., + 2 k1 дВ Н ) _ АВ «2) . (1»
--- --- 12 -- 0''1'1\-0'13'1'

да k 2 да '

1 [д 1 ( дВМ! дВ дАНи дА
k1N l + k2N2 - АВ да А ~ - да М2 + -щг- + ---щi Н12 +

+ _д_ _1 ( дАМ2 _ дА М + дВН 12 + дВ Н )] = ( 2) _ (l).
д/3 в д/3 д~ 1 да да 12 0''1''1' 0' '1''1''

(29)
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балансовые уравнения

дТ + _1_ [( at(O) )+_(at(O) )-] = oo~~~ дТ1 + d(O) !!.. + (О) дФ1
1 2h д» ду л(О) д,; е.ф д. Уф а. '

е.<р

ьл: + _3_ [( at(O) )+ + ( at(O) )-] __3_ [(t(O»)+ _ (t(О)ГJ =
~ 2h ду ду 2/12

_ oo~~~ дТ2 + d(O h дх + (О) дФ2
- ,}О) д. е,<р д. УФ д. '

~<p 3

[(
(0»)+ ( (О) )-] 00(0) дФ ( О)

дф + _1_ ~ _ ~ =.-!:!.- __1 + d(O) .г: + (О) дТ!
1 2h ду ду /(0) д. е. ! д. У! а.'

"е.:

ДФ2 + :h [( дb~) )+ + ( дb~O) Г] - ~2 [(ср(О»+ - (ср(и)ГI =

_ oo~~l дФ2 + d(O)h дх + (О) дТ2 •
- л(О) д. е,! д. У! д.'

е,l

геометрические соотношения

1 ди 1 дА

еl = А да + АВ д!Г" v ,+ k1w.

I д» 1 дВ

8 2 = В ""щг" + АВ да u + k2w•

. е12 = ~ :~ ( ~ ) + ~ д~ (~ ),

1 д (1 дш ) 1 дА (1 дш )
%1 = - А да. 11 да -k1u - АВд!Г" в дiГ- k2V •

I д (1 дш ) 1 дВ (1 дш )'
%2 = - в~ -в- дi3 - k2v - АВ да А да. - k1u •

1 (д2Ш 1 дА дш 1 дВ дШ)
%12 = - ----::4в дa.д~ - А дi3 да. - В да д'i3 +

+ k} ~ :~ ( ~ ) + k2 ~ :а. ( ~ ) ; (31)

уравнения совместности деформаций *
дВХ2 дВ дАХ12 дА +
~ - да %1 - --ЩГ- -""дf %}2

+ k (_ дВВ2 + дВ + дАви +..!!:L дА ) = о
1 да. да 81 д~ k) д~ "'12 ,

дАХ1 дА дВХ)2 дВ +
дГ - дf\ %2 - --аа:- - да %12

+ k (_ дАв) + дА + дВВ]2 +~ дВ ) = о (32)
2 д~ д~ "'2 да k 2 да t12 ,

k + k 1 [д 1 ( ввь, + дВ + 1 дАВ12 + I дА \ +
2%1 1%2 - АВ fuА - ---аа- да 81 2'" ---аг 2 ~ 8 12)

+ .Е: _1 ( _ дАв} + дА + ~ дВви + .,'. дВ )] = о
д~ В д~ д~ е2 2 да 2 да 812 •

а также уравнения состояния (26) - (28) и выражения дЛЯ н; и »; которые
необходимо дополнить слагаемым 1'0' чтобы учесть влияние поверхностной

энергии (формулы (25)) .

* ВЫВОД уравнений (29) и (32) из соответствующих уравнений системы (1) - (5) из­

ложен , например, в монографиях [3, 8].
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Бельтрами .
разности химичес-

Индексами + и - в уравнениях (30) отмечены значения рассматривае­

мых величин на поверхностях у = +h;
1 [д (В д) д (А д)]!J. = АВ да А да + дf ,8 ---Щ\ - оператор

В случае линейного распределения температуры и

ких потенциалов по толщине справедливы соотношения

Т1 = +[(t(O»)+ + (t(О)г), Т2 = -} [(t(O»)+ - (t(О)г],

Фl = -~- [(<р(0»)+ + (ср'О)ГJ, Ф2 = +[(<р(О»)+ - (<р(О)Гl.
(33)

Рис. 3

'O';;~ N,N, N,

f/)

(36)

(38)

Дальнейшие выкладки будут отно­

ситься к тому случаю, когда «раство­

ренной» компонентой являются вакан­

сии .

Предположим, что на поверхности

у = + h выполняются условия. тепло- и

массообмена по за кону Ньютона

"'~~~ ( д~~) )+ = f.tt [t(2) - (t(O»)+j, (34)

) (О) [1 д<р(О) )+ _ [(2) _ ( (0»)+)
»е.! ду - /!Ф <р <р , (35)

(1-'1 и ~tq> - коэффициенты тепло- и массоотдачи с поверхности), а при 'у =
= -h - условия идеального контакта

(О) I ut(O) '.) - (1) al(l)
"'е.ф \--ау = "'e.q>~ ,

U(О)Г = t(l);

"'(Ot) ( д<р(О) )- = ",(1/) a<p(I)
е, ду е, ду ,

<р(l) = (<р(О)г + Q {a~2~ - (k1N1+ k2N2) +

+ _1_[~ _1 (дВМ! _ дВ М + aAH l 2 + дА Н ) +
АВ да А . да да 2. д~ д~ 12

+~_l.( дАМ2 _ дА М + aBH I 2 +~H )]} (37)
д~ в д~ . д~ 1 да да 12 •

в условии (37) слагаемое пропорциональное Q описывает повышение раз­

ности химических потенциалов вакансий и атомов в связи с наличием нор­

мальвой нагрузки на поверхности . Действительно, для того чтобы новые

атомы вышли на поверхность и вследствие этого элемент поверхности d"f.
диффузионным образом переместился в пространстве на величину dw(Д)

(рис. 3), необходимо затратить дополнительную работу dA* против нормаль­

ных напряжений a~~ и усилий, и моментов в приповерхностном слое:

dA* = [a~~ - (k1N1 + k 2N2) + ~B Х (M1, М2, H 12) ] d"f.dwД;

д 1 ( дВМ! дВ егн.; дА )
Х (M1 , М2, H l 2.) = да А ---аа.- - да М2 + д~ + дf Н12 +

+~ _1 (дАМ2 _ дА М + дВН12 + дВ Н )
дР в дВ д~ 1 да да 12'

Поскольку общее число атомов в объеме d"f.dw(д) равно ап, то d"f.dw(Д) =
= Qdn, где Q - атомный объем. Тогда дополнител~ное слагаемое в вы-



(43)

(42)

(40)

(39)

ражении для разности химических потенциалов будет таким:

dA* r (2) 1 ]
ер = liil = Q lO''I''I' - (/llN1 + k 2N2) + АВ Х. (М1 , М2 , Н12) ,

и приходим К условию (37).
Из формул (30) с помощью соотношений (33) - (37) после некоторых

преобразований получаем следующие обобщенные граничные условия:

Л ~t(l) - 1..(1) (1 + J:!:L )~ + 11. (t( 2) - t([» -t e.q> Н/ ду ['"/ -

at(J) де дх aqP) .
= А / ---a:r + В/ 7i"t - к, (h + Q/ iir'

1 f (I) Q r (2) N k N 1 М ]}""q;t'1 11jJ + lO'yv-(k1 1+ 22)+ АВ "1.( l' М2 • Н12) -

1(1) ( f1rp) a!p(I ' {(2 ([) Q[ (2)
- ""е, / \ ] + Н,р ---ау +)..tq> ljJ -1jJ + O'vv - (k1 N1 + k2N 2) +

1 ]} дч{) де дк atl 1
)+ АВ 'х (М1' М2 , Н12) = Arp ---ат- + в; дТ" - к; a:t + Qq> ----ат' (41)

Здесь ')'-/ = 2hл~~~ - приведеиная теплопроводность слоя; Лq> = 2hл~~) - при ­
веденная массопроводность: Н, = (2hГ[ Л~~~ - приведеиная теплопроницае­

мость; Нч> = (2hГ' л~~J - приведеиная массопрониuаемость; А(= 2h(i)~?b­
приведенная теплоемкость; Aq> = 217,{j)~~) - приведеиная масссемкость слоя;

приведенные коэффициенты В/ = Лtd~~~, Bq> = л",d~~}, R/ = ')'-thd~~b, R", =
= Л<j"Id~~J, Qt = л.{f~О), q(j) = Л",,\,~О) характеризуют влияние перекрестных эф­
фектов.

Таким образом. получены обобщенные граничные условия (29). (40)
и (41) для механических и физических величин . Проанализируем их по­

дробнее.

В безмоментном приближении уравнения равновесия (29) примут вид

DBN1 _ дВ N + DA'S12 + дА S _ -АВ( (2)_ ([»
да да 2 ?~ дВ 12 - О'ау O'av.

aAN z _ дА N + aBS1Z + дВ S __ АВ ( ( 2) _ (1»)
д~ дВ 1 да да 12 - O'l3v O'l3v'

k N k N (2) (1)
1 1 + 2 2 = O';,\, - O'vv '

В работе [391 уравнение (29), а в статье [491 уравнение (42) трактсвались

как обобщение формулы Лапласа для жидкостей. Подставив в уравнения

(42) н, = 1'0 + н; н, = 1'0 + н; получим

(
DBN* )_1~ + _1 1__ дВ N* + DAS12 + дА S =

А да АВ да да 2 д~ д~ 12

= - (O'~~ - O'~~),

---!..- дуо + _1_ (aAt\'; _ дА н: + aBS12 + дВ S ) =
в д~ АВ дВ д~ I да да 12

= - (O'~2~ - O'~~),

1'0 (k1 + k2) + k1N~ + k 2N; = O'~J - O'~.

Если основной вклад в поверхностные усилия вносит величина '\'0' то при­

дем к граничным условиям, предложенным Н. С. Фастовым [461:
~ ду,) __ ( (2) _ (1» _1 дуо __ ( (2) _ ~l»)
А да - O'a:') О'ау , В дВ - O'f),\, O'jj'l' ,

1'0 (k} + k2 ) = O'~ - O'V~.
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(45)

(51)

(47)

Аналогичные УСЛОВИЯ для вязких жидкостей приведены в монографии [13].
в случае, когда 1'0 не зависит от координат на поверхности, из условий

(44) следует формула Лапласа

(k k ) (2) (1)
1'0 1+ 2 = 0'1'1' -а"".

В безмоментной теории при N1 = N2 = 1'0 граничное условие (41) пере­

пишется в виде

'Лq,L\ {<р(l) - Q [a~~ -1'0 (k1 + k2) ] } -- л~~) (1 + ~q> ) ab~l) +
'1' ,

+ !-tq> {<р (2) - <p(l) + Q [a~~ -1'0 (k1 + k2)])

дq>(I) де at (1)

= Aq>~ + Bq> ---a:t + Qq> ---a:r . (46)

Пренебрегая в условиях (40), (41) перекрестными эффектами и полагая

Q = О, приходим К условиям

лЫ(!) _л(l) (1 + ~)~ + (Р) _t(l») = А ~
1 е, lj) Ht ду!-tt , д. '

(
11.) д (1) д (1)

Л L\ (1) _ л(l) 1+ _t"'_1j) _q>_ + (2) - (1») = А _q>_
ф <р e,t Н'Р ду f!ф <р <р Ij) д. .

Формулы (47) являются частным случаем граничных условий, полученных

в статьях [36, 38] операторным методом при сохранении в разложении соот­

ветствующих операторов в ряды линейных членов. Перекрестные эффекты

были учтены в работе [40]. .
При ЛIj) = Л, = АIj) = At = О, Н, = Н'Р = 00 получим условия обме­

на по закону Ньютона

at ( l ) д (1)
Л(I ) __ - (t(2) _ t(I») л(I) _q>_ - (21 - (1») (48)
е, 'Р ду - !-tt , e,t ду -!-tlj) <р <р,

И3 которого при бесконечно больших коэффициентахтепло- и массоотдачи

следуют граничныеусловия первого рода

t(l) = Р), <p(l) = <р( 2). (49)

Известно, что поверхностная диффузия происходит на порядок интен­

сивнее объемной. Характерной особенностью граничных условий (40), (41),
(46), (47) является то, что слагаемые, пропорциональные коэффициентам

Лt и Л'Р' описывают термодинамические потоки вдоль поверхности. На су­

ществование поверхностного диффузионного потока, св язанного с поверх­

ностным градиентом величины 1'0 (k1 + k2) , указывалось в работе [6].
Полагая в условии (46) Лq> = АIj) = Bq> = QIj) = О, Нф = 00, прихо­

дим к граничному условию, предложенному И. М. Лифшицем [14]:

~ (1) дqР> (2) (1) г\ (2) (k k \
"'e,t ---ау =!-t'Р <р - <р + ~~ [avv -1'0 1+ 2)] (. (50)

При бесконечно большом коэффициенте массоотдачи получается класси­

ческая формула Херринга [52, 53]

ср( I> = <р( 2) + Q [a~~ -1'0 (k1 +-k2) ] .

в рассматриваемых условиях для механических величин усилия и мо·

менты в приповерхностном слое вызывают в свободном от внешней нагрузки

теле напряженно-деформированное состояние, которое для идеального упру­

гого тела могло бы оказаться несущественным по сравнению с состоянием,

определяемым другими причинами (внешней нагрузкой, неравномерпостью

температуры и т. д.). Ситуация резко меняется при рассмотрении тел с де­

фектами, например с вакансиями, в связи с неравновесностью процесса де­

формации. Несмотря на незначигельные величины поверхностных усилий,
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(56)

1,4 1,6 1,8 fi
Рис . 4

2

J

-1 г--=-_

(52)

(54)

(53)

(1) -> ->
dm = р QJm · nd~d'r ,

с другой стороны ,

dm = p(l)d~dw(M .

Тогда

dw( Д) = р(1)Qл. (1) grad m( I) • -;
d-r; е.! 't'

- 2
п редставляет собой уравнение для опре-

-J
деления положени я поверхности твер-

дого тела при диффузии вакансий, -4

В частности, для изменения радиуса -5 o!:--fО,2;:--:о:!-7,4----;;'О.б;:--:-!-!-~-!;,------;'-;----:';:---:-';;-~
сферической полости получим [5]

dR = (I)Qл.( J) дq/!J (55)
d-r; Р е.! дг .

Использование граничных условий (44) позволяет рассмотреть класс

задач о напряженно -деформированном состоянии в твердых растворах в том

случае, когда поверхностная энергия зависит от координат на поверхности

[25]. в качестве примера рассмотрим твердое тело , зан имающее полупро­

странство г :> о, на границе которого в области г> R поверхностная энер­

гия равна Уl' а в области г < R - равна У2:

Уо = У2 + (Уl - У2) S (г - R),
где S (г - R) - функция скачка .

Така я ситуация может возникнуть, например , когда по поверхности

чистого материала ра стеклась капля примеси.

В изотермических услови я х при отсутствии внешней нагрузки 11 при

установившемся режиме задача сводит ся к решению системы ур авнений

последние вызыв ают развивающееся во времени движение дефектов , которое

приводи т к неупругим эффектам, обусловливает существенное изменени е

формы и перемещение граничных поверхностей .

В связи с переносом вещества при диффузии описанные выше гранич­

ные условия будут ВЫполняться на подвижной границе (см . рис . 3). Закон
сох ранения массы дает дополнительное уравнение для определения движе-

ния поверхности. Поток массы 1т через поверхность d~ с единичной нор­

малью ~ за время d'r переносит количество вещества dm, определяемое форму -
лой 5

4

GV 2V+ (л.'Р, t + G) grad div V= ВqЛq>.t grad ер ,
V2ep = О,

(Ji / = 2Gei/ + (л.'I',tе - B'I'Kq>,t<p) бij,

~'I'K'P,t
С = fJ)e,tep -+ е

р

(57)

пр и таких краевых условиях :

г = О: Ои = О, ап = - (У. - У2) б (г - R), ер = О. (58)

Здесь б (г - R) - б-функция. Решение можно получить, используя пре­

образование Ханкеля по координате г, В частности, на границе полупро­

странства

= (1'1 - 1'2) (1 - 2v) ~'PK'I',t f ( R)
с GRp 1 г , ,

агг = 2 (1'1;; 1'2) [f l (г, R) - (l - v)f2 (г , R)], (59)
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(60)

0'00= 2(1'1;1'2) [Vfl(r, R)+(1-v)f2(r, R»);

Тl(Г' R)=: [r~R К(1\» + R 1 r Е(1\»],
R [Г2 + R2 ]f2 (г, R) = n;:г r + R К (1\!) - (г + R) Е (1\» ,

где К (1\!), Е ('ф) - полные эллиптические интегралы первого и второго рода;

'Р = 2 Y"ГR
r+R
На рис . 4 представлены графики безразмерных величин

GRp - R
с = ( _ ) (1 ?) R К С (кривая 1), с.; = ---- а" (кривая 2). ове =

'\'2 '\'1 - _V I'q> <р,! '\'2 - '\'1
R r--- авв (кривая 3) в зависимости от -R- при v = 0,25.

1'2-1'1
Граничные условия (47) позволили более полно исследовать влияние

поверхностных слоев на процессы диффузии, теплопроводности и деформа­

ции в твердых растворах [36-39J . Формулы (45) и (51) послужили основой

при создании теории диффузиоюю-вязкого течения и спекания твердых

тел [5, 14, 22, 47, 51, 54J. Модельная задача о диффузионном заплыва­

нии сферической поры в твердом растворе [5, 7, 20, 23, 24] в математиче­

ском аспекте представляет собой задачу типа Стефана, т. е. задачу с гранич­

ными условиями, заданными на неизвестной подвижной границе (см. фор­

мулу (55» .
Таким образом, описанные обобщенные граничные условия позволяют

с физической точки зрения расширить класс описываемых явлений, а с ма­

тематической - рассмотреть ряд новых краевых задач.
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Пусть 5 - достаточно гладкая замкнутая поверхность в л-мерном про­

странстве Е", диффеоморфная (n - l)-мерной сфере 5 ,,-1 ; D1 - область,

ограниченная поверхностью 5 и содержащая бесконечность D i = Е" "" D1•

Поверхность 5 принадлежит классу А (2), т. е. удовлетворяеттаким условиям:
1) ее можно покрыть конечным числом областей, в каждой из которых

координаты текущей точки Х Е 5 допускают параметрическое представле­

ние

(i = 1, n),

где функции Х,. определены в ограниченной области Q изменения перемен­

ных t1, t2, ... , t,,_I;
2) функции Х,. осуществляют взаимно однозначное соответствие между

замкнутым множеством Q U дQ и соответствующей частью 5, причем

Е С
( 2 ) •

Х,. [Qu aQ],
3) выражение

4) направляющие косинусы внешней нормали n к поверхности 5 зада­

ются формулой

---... 1 д (x k+l ' . . • , Хm Xl ' • - - , Xk_l)
cos (n, X k) = "Г д (1 1)

1 •••• , 11- ]

Рассмотрим вопрос о разрешимости в области D1 задачи

lJ.и + w2u = О,

au
7 +auls = f,

(1)

(2)

р ешение которой удовлетворяет условию излучения Зоммерфельда при

г -+ 00:

ди - ,,- 1
- - iwu = et (JJГO (г 2 ) 1т w:> о,
д, , (3)

где со = а + i~ - комплексный параметр: г-гладкое векторное поле на

5 такое, что cos (;;: [)> О, а (М); f (М) - достаточно гладкие функции на
5, причем 1т а (М) = О .

Теорема 1. Если 7 Е С/У], а (М) Е C[ SI И существуют в области о,

лействительные непрерывные ограниченные функци и вч(х) (k = 1,11) с ку­
дВ

сочно-непрерывными производными -д k такие, что выполняются неравен­
Xk
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