
+ (mjl2nl13 +тпэпиз) б,2бqз]) . (18)

Здесь L/ix определяются равенством (16). Функции а! (~), удовлетворяю­

щие уравнениям (17), должны обращаться в нуль на контуре области 5,
так как перемещениявне трещины являются непрерывными функциями,

Таким образом, задача термоупругостидля бесконечноготела с трещи­

ной, размещенной по произвольной поверхности 5, сведена к системе трех

интегро-дифференциальных уравнений. Для многих задач полученные ин­

тегральные уравнения можно решать аналитически методом малого парамет­

ра. В частности, когда трещина размещена по поверхности сферы, за малый

параметр можно выбрать отношение диаметра контура трещины к диаметру

сферы .
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Рассмотрим бесконечное тело с инородным цилиндрическим включением ра­

диуса R, ослабленное произвольно расположенными криволинейными тре­

щинами. Тело находится в состоянии антиплоской деформации, обусловлен­

ной некоторыми сдвигающими усилиями . Выберем декартову систему коор­

динат хОу с началом в центре включения и введем обозначения : 51 -область
I г I < к, 52 - область I z I > к. 5 = 51 U 52' Lj - совокупность тре­
щин в 5! (j = 1, 2). В дальнейшем все величины с индексом «1» будут отно­

ситься к включению, а с индексом «2» - к матрице.

Считаем, что в области 5 без трещин известно напряженное состояние

TOiz (i = х, у), на линии спая Г включения и матрицы имеют место условия

идеального механического контакта, трещины свободны от внешних нагру­

зок. При сформулированных условиях найдем напряженное состояние 'tiz

(i = х, у), обусловленное наличием трещин . Решение задачи продольного

сдвига сводится к нахождению аналитической функции F (г) (г = х + iy) .
Компоненты перемещений и напряжений выражаются при этом через функ­

цию F (г) следующим образом:

ш(х, у) = ReF(z), '"Сп. = (.tRe[F'(z)iCl:], (1)

где а - угол между нормалью п и осью Ох; (.t - модуль сдвига.

для о п ределени я '"CiZ имеем граничные условия

W1 (а) = Ш2 (а) = f (а), -т~ (а) = -т~ (а), а = ReiO
Е Г, (2)

'"Сп.;- (t) = О, t Е L = ь, Uь; (3)



)(

(4)

(5)

F (г)= __1. r f(a)da
2 шJ а-г

г

__1 г. t[~ di].
2лi J g2 () t -г + t (RZ -zt )

ь,

Комплексные потенциалы Е, (г) для областей 5; выберем так:

F 1 J' gj (.) d't " . 2
i (г) = -2-' + F; (г), J = 1, ,nt .-г

L;

где g (-r) = w+ (-r) - w- (-r); Fj (г) - голоморфная функция в 5J• ДЛЯ опре­
деления этих функций решим первую основную задачу логарифмического

потенциала для круга и плоскости с круговым отверстием [4], использовав
первое условие (2): у

F (г) = ~ r t (а) da _
1 Щ J а-г

г

__1 r t (--!!:!- Zdi] •
21ti J gl () t - г + RZ_ zt

L,

Удовлетворяя второму условию (2) и используя при этом формулы (1),
для функции f (О') получаем сингулярное интегральное уравнение

_1_ (' f' (а) da = _ I _1_; (' J
1ti J а - • 111 + 112 л! ~ \ g i и) т (-1) х
iГ. ,=1 L,

[
R2di dt J

Х fJ; (Rz_.t)2 - (t-.)2 , .ЕГ, (6)

решая которое находим t (0'), а затем из формул (5) и комплексные потенциа­

ль! FJ (г):

1 ~ [dL Mzdt ] 1 SF1(z) = 2л; gl(t) t-z + +- g (t) х• RZ-zt 2ni 2
~ 4

х {[ 2М - 1 + 211.2 _1_] dt _ dt}, (7)
4t J.tl+ 112 t - г 47

F (г) = _1_ ~ (t) '--!!!- Mdi J+ 211.1 _1_ r gl (!) dJ
2 21ti g2 t - z - - - 11 + 11. 2ni' t - z

L.. t (R2 - zf) .. 1 r2 L,

где М = (/!l - /!2)/(/!1 + /!2)'
По формулам (1) найдем компоненты напряжений на линии располо­

жения трещин . Требуя, чтобы берега трещин были свободны от напряжений.

для определения g; (t) получаем систему сингулярных интегральных урав­
нений

(j = 1, 2), (8)

где k = j - (-1)'. Располагаявыражениемя, (О, легко найти коэффициен­
ты интенсивности напряжений [3, 5]

kз = I-li lim Vr-:::2:-n~(-r--z-;s):-e--;:-irp g' (т), (9)
t-+2

S
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где г, -=- координата вершины трещины; ' <р - угол между осью Ох и каса­

гельнои к линии Е, В точке ZS' направленной от трещины.

При м е р. Рассмотрим случай, когда включение или матрица ослаб­
лены дугообразной трещиной радиуса г с центральным углом 2ro (рис. 1).
Тогда уравнение (8) принимает вид

2~ ~gi(Т)[-r о a+K1('t, U)]d't=v/(U), Г> 1,2, (10)

где

~50,3 ~""

Рис. 3

0,20,5 D~,;---=-=---i-=--:'-:--~----,~----,.­,

~55

!!r ~ -ir 2fJr .
""6 Т 2 Т

Рис. 2

з

к.«, а) = (- 1)/+1 М:2 [ r2-r~ R2(] г2(] ~ R2r; ];

v1(a)=- ~1~~2 (а++); v2(a ) = - ~~: (1+ ~2 M)(a+~);

т и а - точки дуги Е, лежащей на еди­

ничной окружности; Q- усилия на бес­
конечности .

Ь:
qo/F
46

2

3 u .,.. __ el(i)(p,
аменои переменных •

к виду

уравнение (10) приводим

1

2~ ~ g; (<р) [ CP~CPo + К} (ф, <Ро)] d<p = irovj (<Ро),
-1

iffiq>o

е I ffiq> _ el ffiq>o

(1 1)

CP~CPo ,К) (<Ро, <Ро) = iroKj (<Ро, <Ро)'

Это уравнение решалось численным методом, предложенным в рабо­

те [2].
На рис. 2 представлены зависимости величин коэффициентов интенсив­

ности напряжений для дугообразной трещины во включении от угла ее рас­

твора оэ. Сплошными линиями изображены кривые для А = /l1//l2 = 2,
штриховыми - для Л = 0,5. Линии 1-3 соответствуют значениям r/R =
= 0,3; 0,5; 0,7. Как видно из графиков, коэффициент интенсивности для тре­

щины в жестком включении больше, чем в мягком . При приближении тре­

щины к границе раздела сред в первом случае он увеличивается, а во втором

уменьшается. Максимального значения коэффициенты интенсивности до-
2л:

стигают при угле раствора 2ro = -3-'

На рис. 3 приведены зависимости коэффициентов интенсивности напря­

жений от отношения радиуса включения к радиусу трещины в случае, когда

2л:
трещина с углом раствора 2ro = -3- размещена в матрице. Кривые 1-3

соответствуют параметру Л = 2; 0,5; 1.
Из анализа полученных результатов следует, что наличие жесткого
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включения увеличивает, а мягкого уменьшает коэффициенты интенсивности,

причем с приближением к границе спая в первом случае они растут, а во

втором - убывают.

Для однородного материала (!11 = !12'М = О) уравнение (10) допускает
точное решение. Используя формулу обращения интеграла типа Коши [1],
получаем

, () Qr _(J=-:(~(J==I)=с:::;:os=(j)====+=(J=3:::::::;==-1g а =-
I.t а2 V (а _ еЕы) (а _ е-ЕЫ)

И по формуле (9) находим выражение для коэффициента . интенсивности на-

пряжений .

kз = QV л, sin ю.соз ~ .
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(2)

(1)

Пусть тело в цилиндрической системе координат занимает пространстве

О ~ , ~ 'о' О ~ 2 ~ 20' О ~ ер ~ еро И его поверхности2 = 0,2 = 20' ер = О,
ер = еро теплоизолированы. Через поверхность г ='с осуществляется КОН­

вективный теплообмен с внешней средой, причем коэффициент теплоотдачи с

области Го поверхности г = '0 и температура внешней среды tc (2, ер), омы­

вающей эту область, есть функции координат 2, ер. Остальная часть поверх­

ности , = го омывается внешней средой нулевой температуры при постоян­

ном коэффициенте теплоотдачи с этой поверхности .

Обозначим относительные коэффициенты теплоотдачи соответственно

h(! (2, ер) С области ГО и h1 за пределами ГО' Краевая задача для определения

температурного поля в рассматриваемом теле имеет вид

_1_.-!!.- (г ~) + _1_~ +~ - О
гдг дг г2дqJ2 дz2-'

: 12=0 = ~~ Iz=z. = :~ lФ=fI = :~ I~=~. = О,
при , = '0'

(3)

где

ХО (2, ср) = {01 при 2, ер Е го,
при г . ф ЕГо'
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