
Здесь

По формуле (15) проведены расчеты температурного поля на боковой

поверхности цилиндра (р = ро) при Во -:- 07, Bi , = 0,1, РО = 0,6283;
Ez = 0,3; Erp = 0,1, результаты которых представлены на рис. 1 и 2. На
рис. 1 показана зависимость температурного, поля от координаты ер при

Z = О; 0,15; 0,25; 0,3 (кривые 1-4). На рис. 2 приведены графики, описы­

вающие поведение температурного поля при изменении координаты Z при

ер = О: 0,05; 0,08; 0,1 (кривые 1-4). Исследование числовых результатов

покаэало, что температурноеполе наиболее резко изменяетсяв окрестностях

границы области локального термического воздействия.
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ОБОБЩЕННЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ

В СПЛОШНЫХ СФЕРИЧЕСКИХ ТЕЛАХ

Рассмотрим однородный изотропный сплошной шар D = {(г, 8, ер), о:::;;; r :::;;;
:::;;; R, о::::;; 8 < л, о:::;;; ер:::;;; 2n}, имеющий при t::::;; О нулевую температуру,

а при t > О через поверхность шара r = R осуществляется теплообмен по

обобщенному закону Ньютона со средой, температура которой является слу­

чайной функцией времени .

Если в шаре равномерно распределены тепловые источники, интенсив­

ность которых есть также случайной функцией времени, то задача построе­

ния в шаре D стохастического температурного поля в предположении, что

время релаксации теплового потока т, не зависит от направления, математи­

чески формулируется так: найти в области D решение уравнения [6, 8]

_ 2 дZТ 2 дТ 2 ( д2Т 2 дТ 1 )
Р\ [Т] = ЬО дf2 + ы � дГ - а 7fi2 + -, дГ+ --;.'i"' t'11J,.q>T = f1 (t, г, f.t, ер)

(1)
по нулевым начальным условиям

т 11=0 = О, ддТt I = О,
1=0

(2)

краевым условиям

~~~CVrT)=O, P2[n :r=R=[:' +h2 ~ +hз]ТIr=R=

= - h (1 + ~2'tr ~ ) f2 (t, f.t, ер) = g (t, f.t, ер) (3)

и условиям однозначности по (е, ер). Здесь f.t = cos 8; h2 = -h'tr~1~2;

п« = -~h; t'11J"q> = :/J. L(1 - f.t2) д~! 1+ I ~ ,! 2 д:2 ' Остальные величины, ис­
пользуемые при формулировке задачи, общеизвестные [6, 10].
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Следуя работам [3, 11J, определим конечные прямой Лrun И обратный

Л~ интегральные обобщенные преобразования Лежандра - Фурье по пра­
вилам

1 2n

Лnm[f(ер, rr)] = JJf(ep, rr)/т<PP:(rr)depdrr=fnm,
-1 0

(41

(7)

(5)R
СХ> СХ> е-,m<ррm (11 )

Л-I [f J - _е ~ ~ t n r f =f( )
nт nm - Л ~ ""'" -т 11рт (ft ) 112 nm - ер, rr,

т=О n=О n
где Р': (rr) - присоединенная функция Лежандра первого рода [2J,

1 {1, если т = О, рm 112 2 {n + т) 1
~m = т . 11 n (rr) = (2n + 1) (n _ т) ! - квадрат нормы.

2, если т > 1,

При этом справедливо равенство

Аnm (Л/l,Q)f (rr, ер)1 = - n(n + 1) fnm = - [(n + +)2_ -{-] fnm. (6)

Оператор Лnm и интегральный оператор Лапласа L [б], действующий по

временной переменной, позволяют свести задачу (1) - (3) к одномерной за­

даче построения ограниченного на 1О, R] решения уравнения Бесселя для
молифицированныхфункций

[ ( l'п + _1 )2 _...!.- )]
d2 2 а 2 2 ' 4 т' - 2 •
d,2 + -г Ilf- q + , 2 nm = -а f1nт (р, г)

по краевым условиям

~~~ ( V гT~m) = О, ( :Г + h2p + hз) T~т 'г=я = g~m (р) . (8)

Детерминированное решение задачи (7), (8), а с применением к нему опе

раторов L-1 И Л~ детерминированноерешение исходной задачи (1) - (3)
построено в работе [101:

/2n 1я

T(t, г, rr, ер) = .\) .\.fE(t - 1:, г, р; rr, ч, ep-a)fl(1:, р, Ч, а) Х
О О -1 О

/2n I

Х p2dpdfjdad1: + JJ JW (t - 1:, г; ц; ч, ер - а) g (1:, Ч, а) dfjdad1:, (9)
О О -1

где фундаментальнаяфункция Е и функция Грина W задачи (1) - (3) име­

ют вид

4e-kl СХ> 00

Е = nR2 ~ ~m ~ р,n и) Н [пт (г, rr, '1), ер) In+~ ..!... (Р,nР) S+ и),
n.m=О /=1 2 • ?

W = 4а
2

г/и ~ ~m ~ р,n (t) Н[пт (г, rr, ч, ер) I I 1 (fJ/nR),
n n.m=О 1=1 n+т, т

/n+..!... . ..!... (~/nГ) р,: (!J.) р,: (11)
2 ' 2

Н [пт. (г, rr, ч, <р) = cosm<р
[1n++ ,-} (~/nR)J2 11 р,:: (ft) 112 '

F (t) = h2v/n ch q/n( - QjnUJn sh (IJn! R~ h = h ь-2
[п h2 2 2 2 t' Jn' 2 2 О ,

v,n-Q,nU/n

Щn = R (hз - h2k)2+ (h2k - hз) + к:' (R2~~n - n (n + 1» + Rh~~n,

v [п = 2a2b~~}n - (-}- - Rhз + Rh2k) q~n, k = b~ (2Ьбг1
,

q[п = q[п (2Ь5Г', q,n = q (р /n) = V Ь; - 4a2b5~]n, 1/7.,V (k) = X-V1/7. (Х), 1/7. (х) ­
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(Х = сопst > О).

функция Бесселя первого рода порядка а П [, ~fn - различные корни транс­
цендентного обобщенного уравнения Бесселя первого рода

Дn+.!.. J.. (Ю = (; + h2P± (~) + hз) 1n+...I... . .!.. (R~) - R~2[n+!. 2..·(~R) = О,
2'2 2'2 2' 2

Р± (р) = -- k ± q(~), q(~) = q (~) (2ь~гl.

Отметим, что формула (9) определяет в рассматриваемой области един­

ственное ограниченное решение задачи (1) - (3), если функции {l и g при-

надлежат классу М( = ('Ф (t), (b~ ~: + b~ ~) 'Ф Е С [О, t1 ] } и удовлетворяют,

возможно, некоторым условиям, а именно: 'Ф (О) = О, ЬО дФаt(О) + Ь1'Ф (О) =
= О. Последнее не существенно. По другим аргументам функции '1 и g дваж­

ды непрерывно дифференцируемые [4].
Предположим, что функции {1 И {2 можно представить в виде произведе­

ний '1 = '11 (г, /1, ср) Т1 (t) И 12 = 121 (/1, ср) Т2 (() или суммы таких произве­
дений, где {пl - детерминированные функции, а Т" (t) - стационарные в

широком смысле случайные функции времени [9], причем реализации функ­

ции Т2 (t) выходят из нуля, т . е. Т2 (О) = О с ве.рОЯТНОСТЬЮ единица.

Если ввести в рассмотрение функции

211 1 я

А1 (t, г, /1, ср) =.\ j.\Е (t, г, р; /1, Т), rp - а) {11 (р, Т), се) р2dрdТ)dа,

о -1 О

(
д ) 211 .!

А 2 и , г, /1, rp)=-h 1+~2't'ry S .\ W(t, г; /1, т), rp-а)!21(у),а)dТjdа,
о -1

то формула (9) приобретает вид

2 '
Т (t, г, /1, ср) = ~ \ A j (t - т, г, /1, ср) Т; (Т) dT. (10)

/=1 О

в силу линейности задачи (1) - (3) можно , не нарушая общности,

считать, что математические ожидания М [Т; и)] = О, j = 1, 2. Тогда со­

гласно формуле (10) имеем

2

М [Т] = ~ А/и-т, г, /1, <р)М [Т/I dT = О.
1= '

Корреляционная функция температурного поля определяется по фор­

муле

2 ',',

Ky(t l , t2; г, fJ-, <р)= ~ S5 Аmи1- Т1' r,!J., <р)А,и2- Т2' г, /1, <р) Х
т.f=\ r n

Х Кт; (т1 , T2)dT1dT2 , Kтl=KTтT/(Tl, т2) · (11)

Если температурные поля, порожденные случайными процессами T k (t),
независимые, то Кт/ = О для т =1= j = 1, 2, т. е . Kl 2 = К21 = О. Наиболее

важными с практической точки зрения есть случайные процессы, корреля­

ционные функции которых имеют вид [7]

) К S: (t t ) б) к, = e-X1/,-t,1
а t = U 2-1' \

Образы по Лапласу этих корреляционных функций соответственно :

) К·· 1 б) К.. (1 + 2Х ) 1 1
а f = Рl + Р2 ' t = \ Рl + Р2 Р! + х Р2 + Х •

Так как любое из слагаемых формулы (11) в образах Лапласа имеет струк-
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)
А;" (Pl' г, f!-, !р) Aj (Р2' Г, f!-.!P)

Рl + Х Р2 +-х--

туру

1
а) А;" (Pt, г, 1-1-, rp)Ai(P2' f,l-I-, <р) + '

Рl Pl

б) (1 + 2х
Рl +Р2

то оно выражается так:

I

а) IАт (tl - т, " !-,-, qJ) A j (t2 - т, Г, !-'-' qJ) d't, t = min (tt, t2) ,
о

I

б) Вт (tt, Г, !-,-, qJ) В1 (t 2 , " f.1, <р) + 2Х IВт (tt - т, Г, f.1, q» В1 (t 2 - т, Г, 1-1-, qJ)dт.
u

I

В (t, г, ц, <р) = I А (t - х, " !-,-, <р) е-ХХШ.
о

Полагая в полученных формулах t1 = t2 = t, получаем мощность D r тем­

пературных полей в сплошном однородном изотропном шаре. ПРИ'г = ЬО -4­

-+ О найдем основные характеристики стохастических квазистагических

(обычных, классических) температурных полей в рассматриваемойобласти.

При этом параметры ~t, ~2 И h позволяют выделить из общих формул реше­

ние задачи при задании на границе шара краевых условий первого, второго

или третьего рода.
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Рассмотрим бесконечную пластинку толщины d, одна из поверхностей ко­

торой находится под воздействием теплового потока интенсивности q. а на

другой происходит конвективный теплообмен с внешней средой. Начальная

температура пластинки равна То. Требуется найти распределение темпера-
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