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где хо - произвольная точка отрезка [а, Ы. Поскольку С! - первый коэффи­

циент характеристического ряда, то, очевидно,

I
/',' (UJ,L ['1';]) I

В - .
1 - 8 (UJ,L [('Ф;l) 1..=0

Если рассматриваемая задача принадлежит одночленному классу,

то, как известно, она равносильна интегральному уравнению Фредгольма

второго рода. В этом случае функция 6. (л) с точностью до постоянного мно­

жителя тождественна знаменателю Фредгольма, а величина В; - следам

v-итерированных ядер указанного интегрального уравнения. Однако в

общем случае (многочленный класс) способ сведения задачи (1), (2) к со­

ответствующему интегральному уравнению, по-видимому, неизвестен .

Таким образом, применение метода характеристических рядов позволило

распространить полученные, а также и известные двусторонние оценки

собственных значений на задачи многочленного класса.
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Рассмотрим вопросы разложения на множители унитальных матричных

многочленов

А (х) = ег: + А1х
m
-

I + .,. + Аm,

где Е - единичная матрица; А; (i = 1, ... , т) - n Х n-матрицы над ал­

гебраически замкнутым полем характеристики нуль. Установим сущест­

вование абсолютно разложимых матричных многочленов, верхней и нижней

границ для числа линейных делителей и числа различных разложений на

линейные множители матричных многочленов, все характеристические кор­

ЕИ которых различны; докажем, что матричный многочлен, все характерис­

тические корни которого имеют кратности не больше двух, разложим в

произведение линейных множителей, а также приведем некоторые условия

разложимости на множители клеточно-диагональных, клеточно-треуголь­

ных матриц и матричных многочленов с коммутирующими коэффициентами.

Понятия эквивалентности и скалярной эквивалентности полиномиаль­

НЫХ матриц определены в работах [1, 9J. Введем еще такое определение.

Определение 1. Пусть А (х) и В (х) - ПОЛИНО~1Иальные матрицы оди­

наковых размеров. Если существуют неособенная числовая матрица Q и

обратимая матрица R (х) такие, что А (х) = QB (х) R (х), то матрицы А (х)

11 В (х) называются полускалярно эквивалентными.

Теорема 1 *. Пусть А 1 (х); : ... , A k (х) - неособенные n х л-матрицы,

Е,! (х), j = 1, о'" n - инвариантные множители матрицы A j (х), i = 1, ... , k.

* Теорема получена совместно с П. С. Казимирским.
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Тогда существуют неособенная числовая матрица Q и обратимые матрицы

Ri (х), i = 1, ... , k такие, что

8о (х) О

* еь. (х)

Доказательство теоремы] приведено в работе [7]. Из этой теоремы вы­

текает результат Ньюмена для полиномиальных матриц [16].
Следствие 1. Пусть А (х) = В (х) С (х) - произведение неособенных

матриц. Тогда инвариантные множители матрицы А (х) делятся на соответст­

вующие инвариантные множители матриц В (х) и С (х).

Рассмотрим абсолютную разложимость матричных многочленов. Напом­

ним, что многочлен ~ (х) = det А (х) называется характеристическим

многочленом, а корни его - характеристическими корнями матричного

многочлена (полиномиальной матрицы) А (х) .

Определение 2. Если для любого разложения

~ (х) = ~] (х) . . . ~т (х), deg ~; = п, i = 1, ... , т (1)

характеристического многочлена ~ (х) существует параллельное разложение

А (х) = (Ех - 8]) . о. (Ех - Вт)

на линейные множители матричного многочлена А (х), т. е. такое разложе­

ние, что det (Ех - В2) = ~2 (х), i = У, "0' т, то матричный многочлен А (х)

называется абсолютно разложимым.

Очевидно, что если матричный многочлен А (х) разложим на линейные

множители параллельна любому разложению (1) его характеристического

многочлена, то он также разложим на множители параллельна любому раз­

ложешло его хара ктеристического многочлена вида

~ (х) = ~h. (х) . .. ~kf (х), deg ~k{ = k{n, ] ~ k{ ~ т - Г, i = 1, ... , l.

Пусть характеристическиекорни матричного многочлена А (х) различ-
mn

ны, т . е . Д (х) = П {х - (J, j), а, =/== а" если r =/== s. Тогда на основании теоре­
j=!

мы 1 матрица А (х) полускалярными эквивалентными преобразованиями

приводится к треугольному виду

о

F (х) = QA (х) R (х) =

о

11 (х) . . . 'n-I (х) ~ (х) ;

где Q - числовая неособенная, R (х) - обратимая матрицы. Запишем вза­

имную матрицу к матрице F (х):

\~ (х) О

j,.

~ (х)

gn-l (х)



a~gn-I (а)

.. . afgn-I (а2)

Через О, обозначим такую матрицу:

aig1 (а1)

О, = afg1 (а2)

, , () г I
aт~) (атn) .. . aтngn-I aгnn аmn !

Здесь а/. i = 1•...• mn - характеристические корни матрицы А (х).

Теорема 2. Матричный многочлен А (х), характеристические корни ко­

торого различны. является абсолютно разложимым тогда и только тогда,

когда в матрице Н; = 110001 ... О; 11 для всех j = О. 1•... , т - 2 каждые

(j + 1) n-е строки линейно независимы .

Теорема 3. Существуют матричные многочлены с наперед заданными

различными характеристическими корнями, обладающие свойством абсо­

лютной разложимости.

Доказательство теорем 2 и 3 приведено в работе [12].
Следствие 2. Матричный многочлен А (х), характеристические корни ко­

торого различны. обладает свойством абсолютной выделяемости левых

линейных множителей 15] тогда и только тогда. когда в матрице 00 каждые

n-е строки линейно независимы.

Отметим, что задача об абсолютной разложимости матричных многочле­

нов представляет наибольший интерес для случая. когда матричный много­

член А (х) имеет все различные характеристические корни. Если эти корни

равны. т. е. !1 (х) = (х - а)mn. то задача тривиальна. так как из разложи­

мости многочлена t1 (х) на линейные множители следует его абсолютная

разложимо сть .

Определим число линейных делителей матричного многочлена. Сформу­

лируем вспомогательные предложения .

Лемма 1. Пусть mn различных векторов размерности n можно разбить

на rn непересекающихся множеств по п линейно независимых векторов в каж-

дом. Тогда из этих векторов можно образовать не меньше чем m" множеств

по п линейно независимых векторов.

Лемма 2. Матричный многочлен А (х), характеристические корни ко­

торого различны. имеет левый делитель Ех - В/ с х а р актер истическими

корнями а/, • . .. • а,,, тогда и только тогда, когда матрица

gl (at,) .. , g n-I (а/,)

... gn-l (а! )n

неособенная.

Следуя работе [14], введем такое определение.

Определение 3. Набор из т левых линеиных делителей Ех - Bi ,

det (Ех - Bt ) =!1; (х), i = 1•.. .• т матричного многочлена А (х) называ-
т

ется полным. если П!1 (х) = !1 (х) .
/=1

Лемма 3. Если характеристические корни матричного многочлена А (х)

различны, то 011 имеет полный набор левых линейных делителей.

Доказательство. Матрица Нm-I =" 0001...0m-1 11 неособенная. Далее,
разлагаем det Нm- 1 по формуле Лапласа и применяем лемму 2. Лемму 3
можно также получить, используя результаты работы [14].

Теорема 4. Если характеристические корни матричного многочлена А (х)

различны. то число d его левых линейных делителей удовлетворяет нерввен­

ству

(2)

21



д о к а з а т е л ь с т в о . На основании лемм 2 и 3 mn строк матрицы

g n- l (aJ

(4)

(3)

,gl (аm.,) gn-I (аmn)

где ai, ... , аmn - характеристические корни А (х), можно разбить на

т множеств по n линейно независимых строк в каждом . Тогда, применяя

лемму 1 и учитывая, что линейные делители матричного многочлена А (х)

своими характеристическими многочленами определяются однозначно {З],

получаем d ;> т", Если матрица А (х) диагональная или преобразовани­

ем подобия приводится к диагональному виду, то d = т", Матричный

многочлен А (х), обладающий свойством абсолютной выделяемости линей-

.' d (mn) .ных множителеи, имеет максимальное число = п линеиных делите-

лей. Теорема 4 доказана.

Следствие 3. Если характеристические корни матричного многочлена

А (х) различны, то число d различных решений матричного уравнения

хm+хт-1А1 + ... +XAm-l+Ат = О

удовлетворяет неравенству (2).
Отметим, что ранее рассматривались матричные уравнения, число ре­

шений которых конечно [2, 4, б] или бесконечно НЗ]. В работе (14) приведено

достаточное условие, при котором матричное уравнение (3) имеет ( :n)ре­
шений, однако неясно, существуют ли матричные уравнения, для которых

это условие выполняется.

Следствие 4. Если характеристические корни матричного многочлена

А (х) различны, то число r различных разложений А (х) в произведение ли­

нейных множителей удовлетворяет неравенству

Dj" ~г~ ~ (jnn}
m (jn)

Число r = П , если А (х) - абсолютно разложимый матричный много-
;=1 n

член. Если матрица А (х) диагональная или преобразованием подобия при-
т

водится К диагональному виду, то r = П Г.
/=1

m-l т

В работе [15] отмечено, что г;> П (nj + 1). Легко видеть, что П (>
/=0 ;=1

т-I

> п (nj + 1). Следует еще отметить, что в случае n = 1 (многочлен а (х)
;=0

со скалярными коэффициентами) из неравенств (2), (4) получаем известные

результаты d = т и r = т!.

Теорема 5. Если характеристические корни матричного многочлена

А (х) различны и число его линейных делителей d = ( mn ), T~ преобразова-
n ,

нием подобия А (х) не приводит к клеточно-треугольному виду.

Доказательство этой теоремы проводится методом от противного . Об­

ратное к теореме 5 утверждение неверно (см. пример в работе [12]).
Рассмотрим вопрос .о разложимости полиномиальных матриц на линей­

ные множители.

Определение 4. Пусть А (х) = 11 а., (х) 11:;1=1 (l ~ n) - 1х л-матрица. Из
~~'::=-:} !:li.Ы А (х) можно выделить регулярный множитель порядка k (k ~ l),



если существует неособенная числовая матрица Qтакая, что

QA (х) = 11 з, (х) О 11 А (х),
О E/-k

где В , (х) - регулярная матрица * порядка k; Е/-
"

- единичная матрица

пор ядка 1 - k.
Лемма 4. Пусть А (х) = 11 ац (х) I~:/~=l - полиноминальная матрица степени

т, s -число ее элементарных делителей. Тогда из матрицы А(х) выделяется

линейный регулярный множитель простой структуры (элементарные делите-

ли которого линейны) порядка k >- ~.

Из этой леммы как следствие вытекает известный результат [5, 10, 15].
Следствие 5. Регулярная полиномиальная матрица простой структуры

разложима в произведение линейных регулярных множителей.

Как уже отмечалось, регулярная полиномиальная матрица, характери­

стические корни которой различны, разложима в произведение линейных

регулярных множителей. Следующая теорема расширяет это достаточное

условие разложимости на множители.

Теорема 6. Регулярная полиномиальная матрица, все характеристиче­

ские корни которой имеют кратности не больше двух, разложима в произо

ведение линейных регулярных множителей.

Замечание. Если среди характеристических корней регулярной матри ­

цы А (х) имеются корни кратносгей больше двух, то матрица А (х) может и

не допускать разложения на линейные регулярные множители.

Доказательство теоремы 6 можно найти в работе [8].
Рассмотрим матричный многочлен е коммутирующими коэффициентами

А (х) = Ехm + А1?-I + ... + Аm, (5)
где At - n Х л-матрицы: А/А! = A/A t, i, j = 1, ... , т. Тогда преобразо­

ванием подобия многочлен А (х) приводитая к клеточно-диагональному виду

РА (х) р-I = D} (х) Ef) D2 (х) ЕВ о о. ЕВ D/ (х) (6)
с диагональными блоками

*

О 6 i (г)

порядков п., причем б/ (х) =1= 6, (х), если i =1= j, i, j = 1, 0' 0' 1.
Определение 5 Многочлен [6 t (х)]n; назовем определяющим многочле­

ном матрицы D i (х), а многочлены [б1 (х)]n" •.. , [6! (х)]n/ - системой опреде­

ляющих многочленов матричного многочлена А (х) вида (5). Многочлен

6/ (х) назовем базой, а натуральное число п, - порядком определяющего

многочлена [бt (x)]nt. .
Укажем способ непосредственного вычисления системы определяющих

многочленов матричного многочлена с коммутирующими коэффициентами.

Определение 6 [6]•.Значением матрицы G (х) на системе корней многочле-

на <р (х) = tx - al)k, ... (х - a,)k, назовем матрицу

H 1 О(ад

Н2 О' (at)
H i =

Н, G(kгl ) (ai)

• Полиномиальная матрица А (х) нааывается регулярной или унитальной, если

в записи ее в виде матричного многочлена коэффициент при старшей. степени х неособенная

или единичная матрица.
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где а' (х) - производная порядка 1от матрицы G (х). Если (j) (х) = (х - а)Р,

то матрицу Мй(х) «(j) обозначаем также через МGщ [a(P)J.
Лемма 5. Пусть G (х) = а1 (х) Ее .•• Ее Gk (х) - клеточно-диагональная

R

матрица. Тогда rang Мщх) «(j) = ~ rang Ма;(х) (q».
t=l

Лемма 6. Пусть (j) (х) - делитель степени т характеристического мно­

гочлена матричного многочлена (5). Тогда в системе определяющих многочле­

нов А (х) есть определяющий многочлен с базой (j) (х) в том и только том слу­

чае, если ранг значения матрицы А (х) на системе корней многочлена (j) (х)

меньше п, т. е. rang МА(х) «(j) < n.
До к а з а т е ль с т в о, Поскольку rang MpA(X)p-l «(j) = rang МА(х) (ф],

то рассматриваемматрицу D (х) = РА (х)р-
1

вида (6), используя лемму 5.
Через r _1 ik обозначим ранг матрицы

~' .• , а/
1 k

М ' (Ptk/k)j
(A1k(X»Jat k J

где ат (х) - взаимная матрица от матрицы А (х); P/
1
/
1

- кратность

корня (Xt/ многочлена det А (j/) (Х), 1= 1, ..., k; т - степень матричного много­

члена А (х).

Теорема 7. Порядок п., определяющего многочлена

[5! (x)Jn( = [(х - ( 1)m, '" (х - aq)mqJn'

матричного многочлена А (х) с коммутирующими коэффициентами
т

~ (Jk -_ (- 1)k+'п, = ..::.. (Jk, где

k=1

равен

т . е. сумма распространяетсяна все возможныелексикографическиеупоря­

доченные наборы из k неповторяющихся элементов из множества (а{, i =
= 1, ... , q, j = 0,1, ... , т, - l}.
Д о к а з а т е л ь с т в о Так как

rang M[(PA(xjP-J)(/)J" [ai
P
,}) = rang М(АШ(х»" [а;РiI)],

то доказательство проводится для матрицы D (х) = РА (х)р-
I
вида (6).

При этом используются элементы комбинаторики.

На основании леммы 6 и теоремы 7 можно найти систему определяющих

многочленов матричного многочлена с коммутирующими коэффициентами,

а значит, его клеточно-диагональную форму (6) без вычисления преобразую­

щей матрицы Р.

Следствие 6. Если все определяющие многочлены матричного многочле­

на (5) первого порядка, то преобразованием подобия многочлен А (х) при­

водится к диагональному виду .

Теорема 8. Клеточно-диагональная унитальная матрица

D (х) = D1(х) Ее D2(х) Ее ••• Е9 Dl (Х),

характеристические многочлены 11/ (х) = det D/ (Х), i = 1, ... , 1 диагональ­

ных клеток которой попарно взаимно просты, разложима в произведение

::у;:та.1ЬНЫХ множителей тогда и только тогда, когда каждая диагональная

клетка D t (х) разложима на унитальные множители соответствующих степе­
r.c~:. В случае существования такого разложения матрицы D (Х) множители

; :~,:";'=T клеточно-диагональную форму.



Теорема 9. Пусть

*-

о Т/ (х) ,

- унитальная клеточно-треугольная матрица. Если характеристические

многочлены /)./ (х) = det Т; (х), i = 1, ... , l диагональных клеток попарно

взаимно просты и каждая диагональная клетка Т ; (х) разлагается в произве­

дение унитальных множителей соответственно равных степеней, то и матри­

ца т (х) разложима на унитальные множители тех же степеней .

доказательство теорем 8 и 9 приведено в работе [11]. Обратное к теореме

9 . утверждение неверно (см. пример в работе [1Щ.

Используя понятие определяющего многочлена , приведем некоторые

условия разложимости на множители матричного многочлена (5) с коммути­

рующими коэффициентами .

Теорема 10. Пусть система определяющих многочленов матричного мно­

гочлена (5) состоит только из многочленов вида [(х - CXt)mjrl ,. Тогда много­

член А (х) разложим на множители в том и только том случае, если каждая

клетка

*

о (Х_СХ;)m

соответствующая определяющему многочлену [(х - cxt)ffilnt , разложима

на множители соответствующих степеней .

Доказательство непосредственно следуе г из теоремы 8.
Теорема 11. Матричный многочлен (5), имеющий только один определя­

ющий многочлен вида !(х - сх;,)т, .. . (х - СХ; )'nо] " , разложим на множите­
а

ли соответственно степеней тl, ... , то.

Л о к а з а т е л ь о Т В о. Преобразованием подобия матричный мно­

гочлен А (х) приводится К треугольному виду

(х - CXj,)m, ••• (х - СХ; )то
Q

о (х - сх;,)т, ... (х - сх;/'а li

Далее поступаем аналогично доказательству теоремы 9.
Следствие 7. Матричный многочлен (5) с одним определяющим многочле

нам [ (х - CXt,) .. .(x _ . СХ, )J" разложим в произведение линейных множителей.
т

Систему определяющих многочленов матричного многочлена (5) разо-

бьем на подсистемы K1 , К2, КЗ соответственно с определяющими многочлена-

[( \т )]"" "'/ n ! ( ) [( )ми вида х - CXkJ , (х - СХ" 1 ••• (х - СХ,) о р < т , х - CX i, .. ,
!>

... (х - СХ; )]nl. Тогда матрицу А (х) преобразованием подобия можно при-

"'вести к виду

рА (х) р-! = D1 (х) Е.!Э D2 (х) ЕВ Dз (х),

причем системами определяющих многочленов матриц D 1 (х), D2 (х) И Dз (х)

ввляются соответственно системы K1 , К2 и к;
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Теорема ]2. Если матрицы D 1(x) и D 2(x) разложнмы на множители соот­

ветственно равных степеней, то и многочлен А (х) разложим на множители

тех же степеней.

Д о к 3' З а т е л ь е т в о . На основании следствия 7 матрица Dз (х) раз­

ложима на линейные МНОЖИ1ели. Поэтому она рваложима и на множители

любых степеней. Дальнейшее доказательство очевидно .

Следствие 8. Если определяющие многочлены системы К; попарно
взаимно просты с определяющими многочленами системы Kj и, j = 1, 2, 3;
i =J= j), то условие теоремы 12 является необходимым и достаточным для раз­

ложимости матричного многочлена (5) на множители.

Как следствие можно ПОЛУЧИ1Ь некоторые результаты о разложимости

на линейные множители матричного квадратного трехчлена

А (х) = Ех2 + А1х + А2 , А1А2 = А2А1 (7)
с коммутирующими коэффициентами.

Теорема 13. Если диагональные клетки клеточно-диагональной формы

трехчлена (7), соответствующие определяющим многочленам [(х - ад2 1 n i ,

' р азложимы в произведение линейных множителей, то и трехчлен (7) разло­

жим на линейные множители .

Следствие 9. Если определяющие многочлены вида [(х - ад2] n ; трех­

члена (7) попарно взаимно просты с определяющими многочленами вида

[(х - а,) (х - asJn
' , а, =J= а., то условие теоремы 13 является необходимым

и достаточным для разложимости трехчлена (7) на линейные множители .

Следствие 10. Пусть элементарные делители трехчлена (7) попарно вза­

имно просты. Тогда он разложим на линейные множители в том и только том

случае, если его определяющие многочлены вида [(х - a;)2Jn, первого по­

рядка, т. е . если n; = 1.
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