
где G (х) - а Е R+8
, Е > О; Ф (х) , Н (х) Е Н2 (-00 ,00) , с помощью формулы

Пуассона сводится к задаче (11).
При м е р 3. Рассмотрим дифференциальное уравнение

(anrf3t - ЛЬn) ЧJ(n) (t) + (an_lrf3 t - льn-1 ) qJ(n-l) (t) + ...
... + (aor f3t - ЛЬо) qJ (t ) = О ,

qJ (О) = ер' (О) = ... = ep(n- l) (О) = О, аn =i= О, Ьn =i= О, t~ О. (14)

Решение ищем в L2 (О , 00).
С помощью преобразования Фурье уравнение (14) приводится к следую­

щей площадной задаче в классе Н2 (-00, 00):

аn (г + ~on + (- i ) аn_ I (г + воn-I + ... + (- оn ао
чr (г +~i) - лЧГ (г) = О ,

ЬN (г + ~on + (- i) Ьn_; (г + ~ on-l + ... + (- оn Ьо

Imz ;;?:O . (15)

В частном случае, - когда (- i )kak = ~k (ip)k, (- i )kbk = с;" (iq)k, за­
дача (15) имеет вид

( г + (q+~) i. )n чг+ (г + ~i) - лЧГ+ (г) = О. (16)
г + (р + ~) ь

Пусть Р > -В и q > -В, q = р + Вт, т - натур альное. В случае л Е

Е (О, 1] уравнение (16) имеет единственное иенулевое решение

+ Qл-iZ/J- 1
чг (г) = , Q= const.

'[(г + (р + ~) i) (г + (р + 2~) i ) . •• (г + (р + m~) i] n
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Пусть А (х) - неособенная полиномиальн ая n Х л-матрица с элементами

из С [х], которую зап ишем в виде матричного многочлена

А (х) = Аох> + A1x,- 1+ ... + As' (1)
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Известно П], что для полиномиальной матрицы А (х) существуют обратимые
полиномиальные матрицы Р (х) и Q (х) такие, что

р (х) А (х) Q (х) = diag (е} (х), .. , , еn (х». (2)

где ei I ei+l, i = 1, 2, ...• n - 1. Матрицу diag (е}, ... , еn) называют формой

Смита полиномиальной матрицы А (х) .

Пусть форма Смита матрицы А (х) представляется в виде

diag (е}, ...• еn) = diag (q\. . .. , СРn ) diag (Ф1' ...• 'Фn)' (3)

Здесь !j)i!!j)i+l. [=1, 2, ... , n-l и deg(!j)1 срn)=n" 0 < , < 8.
Рассмотрим матрицу

о

G (х) =

8n
-8-- gn.n- 1

n-I

(4)

где

(
t (O) f-- t(l) + ' " + tt~P"ij) •.PII, d <Pi 1 ,1, Х ..r,gii = [; - [; х Х Ро = eg (pj - , если 'l'i '1'1.

О. если 'Pi I 'Фi;

t~J) ([> j, k = О, 1, .. .• Pi/) - попарно различные независимые переменные.
Используя введенное П. С. Казимирским понятие значения полино­

миальной матрицы на системе корней многочлена [3], докажем следующую

теорему .

Теорема 1. Для того чтобы матричный многочлен (1) мог быть представ­

лен в виде А (х) = В (х) С (х), где В (х) - регулярный матричный много­

член степени, с формой Смита diag (СР1' .. . , СРn)' а С (х) имеет ту же Форму

Смита. что и матрица diag ('Ф1' ... , 'Фn)' -необходимо и достаточно, чтобы

rang MFr_l (x) (ерn) = пз: (5)

где

Рг- 1 (х) = diag ( <Рn .
ер,

::_1 . 1) G (х) Р (х) 11Е. Ех, ... , Exr-III; (6)

матрица G (х) имеет вид (4), а Р (х) - произвольная обратимая над С [х]

матрица из соотношения (2).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку

. ' ср qJ 'Р)[diag (СР1. ...• СРn)]* = dlag (--;;;-], ' "" -- , - =
't' <Pn-J ' ерn

ер d' (СРn ерn 1)=- lag -, "', --, ,
ерn ер, CPn-1

(7)

(8)

где е = СР} ... СРn. то утверждение теоремы I получаем из теоремы 2 [2] путем
использования свойств матрицы Ма(х) ( ср) (см, 'утверждение 4 из рабо-

ты [31). '
Теорема 2. В условиях теоремы 1 коэффициенты множителя В (х) =

= Ех: - B1xr - J
- • •• - ВТ матричного многочлена А (х) находятся как

решения Х1 = В1 • .. . , Х, = В, линейного матричного уравнения

~
Х,

MFr_l(x) (ерn) : = MF(X}X, (ерn)'
Х .

1
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Здесь

F (х) :- diag (:; , ... , qJ:~I' 1) G (х) Р (х),

а Р'_I (х) - матрица вида (6).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая вид (4) матрицы G (х), получаем

G(х) diag \81' ... , 8n) = diag (81' ... , 8n) GJl (Х),

rде

О

1 g21 . 1
О, (х) =

Таким образом,

О (х)Р (х) А (х) Q(х) 01 (х) = diag (81' "', 8n) .

Следовательно,

. А (х) = г:' (х) 0-1 (х) diag (<Рl' '" , <Рn) diag ('Фl' .•• , 'Фn) GJl (х) Q-I (х). (9)

Условие (5) теоремы 1 означает, что матричный многочлен

г:' (х) (Гl (х) diag (<Рl' ... , <Рn)

регуляризируется умножением справа на обратимую над С [х] матрицу

R (х), т. е. р-I (х) с:' (х) diag (<Рl' .•. , (JJn) R (х) - регулярный матричный
нвогочлен. Обозначим его через В (х). Тогда из выражения (9) получим

А (х) = В (х) С (х), где

С (х) = R-' (х) diag ('Ij.Jl' ••• , 'Фn) 0,1 (х) Q-l (х).

Взаимная матрица к В (х) имеет вид

В* (х) = R* (х) [diag «(JJ1' "" (JJn))* О (х) Р (х) d,
где d = det [G (х) Р (х)l = det Р (х) - элемент изС . Следовательно,

[diag (<Рl' . .• , (JJn)]*O (х) Р (х) В (х) = к:' (х) <р (х) г:'. (10)

Учитывая равенство (7), разделим обе части соотношения (10) на ...!.. . Тогда
СРn

diag (qJn , "', ~, 1) О (х) р (х) В (х) = н:' (х) <Рn (х) а:'
<Рl qJn-1

и.nи

F (х) (Ех' - в.г:' - ... - В,) = н:' (х) (JJn (х) а1 •

Последнее равенство запишем так:

В,

F (х) х' = F (х)ll Е, Ех, ... , Ex,-II/ + R;-l (х) (JJn (х) iГ1 •

В1 .

Подставляя в это тождество корни многочлена (JJn (х) И беря соответственное

чнсло производных в левой и правой частях в случае их кратности, получа­

Вd, что матрицы Х1 = В1 , ... , Х, = В, удовлетворяют равенству (8).
Доказанные выше теоремы дают возможность решить вопрос о раэло­

вимости матричного многочлена в произведение множителей простой струк­

гуры, т. е. таких, элементарные делители которых линейны.

Теорема 3. Для того чтобы матричный многочлен (1) допускал разложе­

IИе

А (х) = В (х) С (х), (11)
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где В (х), С (х) --матричные многочлены простой структуры, причем В (x)1
регулярен степени r < 5, необходимо и достаточно, чтобы для формы

Смита матрицы А (х) существовало такое разложение (3), в котором матрицы

diag (ЧJ1' ... , ЧJп) И diag ('!Jl, ... , "'п) имеют простую структуру и при котором

выполняется равенство (5). .
Д о к а з а т е л ь с Т В о . Н е о б хо д и м о с т ь. ' Пусть матричный

многочлен А (х) допускает разложение (! 1). Тогда согласно теореме 2 [5]
существует неособенная числовая матрица S и ' обратимые' полиномиальные

матрицы R1 (х) и R2 (х), такие, что

81(Х) Фl (х)

SA (х) R1 (х) =

*

о

SB (х) R2 (х) =

ЧJп (х)

где е, (х), (Pi (х), i = 1, ... , п - инвариантные многочлены матриц А (х) и

В (х) соответственно . Из равенства (11) можем записать

SA (х) R1 (х) = SB (х) R2 (х) R"21
(х) С (х) R1 (х)

или

о

ЧJl (х)

о

'Ф1 (х)

(12)

* 8п (х) * ЧJп (х) * "''' (х)
откуда получаем равенство (3). Очевидно, матрица diag (ЧJ1 (х), ... , ЧJп (х))

имеет простую структуру, так как она является формой Смита матрицы В (х),

имеющей простую структуру и deg (ЧJ1"'(Р") = nг. Покажем, что матрица

diag ("'1 (х), ... , 'Фп (х» тоже имеет простую структуру. действительно, если

это не так, т. е., если х = о: - корень кратности больше 1 многочлена ,"'i (х) (i ~ j ~ n) и т - кратность этого корня в многочлене", (х) = "'1 (х) ...
... '!Jn (х), то дефект второго сомножителя в равенстве (12) при х = (/., меньше
т, а это противоречит простоте этого сомножителя.

Справедливость равенства (5) следует из теоремы 1.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Согласно теореме 1 имеет место разложение

(11), где форма Смита матрицы В (х) есть diag (ЧJl (х), ... , ЧJп (х», а форма

Смита матрицы С (х) совпадает с формой Смита матрицы diag ('Ф1 (х), 00 •

... , 'Фп (х». Но так как матрицы diag (ЧJ1 (х), ... , ЧJп (х), diag (~)1 (х), о ••

... , 'Фп (х)) имеют простую структуру, то такими будут и матрицы В (х),

С (х). Теорема доказана.

Следствие. Для того чтобы матричный многоч.лен (1) допускал разложе­

ние (11), необходимо, чтобы его элементарные делители имели степень не

больше 2.
Если условия теоремы 3 выполняются, то для вычисления коэффициен­

тов матричных многочленов В (х) и С (х) в разложении (11) можно восполь­

зоваться теоремой 2.
В случае, когда степень матричного многочлена (1) 5 = 2, то условия,

теоремы 3 будут необходимыми и достаточными условиями факторизации

этого многочлена на линейные множители простой структуры. Если же мат­

ричный многочлен, допускающий разложение (11), регулярен, т. е. det Ао =1=­"* О, то второй сомножитель в этом разложении тоже регулярен и в силу

теоремы 6 [4] оба они разложимы в произведение линейных унитарных мно­

жителей простой структуры. Таким образом, сформулированные в теореме

3 условия есть достаточными условиями факторизации регулярного матрич­

ного многочлена на линейные унитарные множители простой структуры:
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Конечно, эти условия не будут необходимыми для такой факторизации, что

показывает следующий простой пример.

diag (х3 , х3) = [diag (х, X)J3.

Однако матрица diag (х3 , х3) не допускает разложения на два диагональных

множителя простой структуры.

Пусть теперь матричный многочлен (1) унитарен, т. е. А о = Е, где Е ­
единичная матрица. Тогда имеет место такая теорема.

Теорема 4. Для того чтобы унитарный матричный многочлен (1) разла­

гался в произведение линейных унитарных попарно перестановочных мно­

жителей простой структуры, необходимо и достаточно, чтобы коэффициенты

этого многочлена были попарно перестановочными матрицами простой

структуры.

Для доказательства этой теоремы будет использована следующая.

Теорема 5. Для того чтобы все матрицы некоторого множества одновре­

менно преобразованием подобия можно было привести к диагональному

виду, необходимо и достаточно, чтобы они были попарно перестановочными

матрицами простой структуры [6].
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Н е о б х о д и м о с т ~,

Пусть для унитарного матричного многочлена (1) имеет место представление

,
А(х) = П (Ех-Вс),

;= 1

где BcBj = BjB{, i, j = 1, ... , 5, И все В { являются матрицами простой

структуры. Коэффициенты А{, i = 1, ... , 5 матричного многочлена А (х) и

матрицы В; связаны формулами

А1 = - (В1 + ... + В5) ,

А2 = В1В2 + .,. + В5-'Во'

А5 = (- 1)5В1 ••• В5 • (13)

Согласно теореме 5 существует такая числовая неособенная матрица Р, что

РВ{Р-' = diag (",,\l), ... , ",,~\ i = 1, ... , s.

Преобразуем при помощи матрицы Р обе части каждого из равенств (13) и

получим

PA1p- 1= - (рв1р-
l + ... +- рв5р-1) = ..

d' (~(1 . ~ (5) ~ (1) + .~ (5»)= - lag "'1 + ... + "'1 , ••• , "'n . .. + "'n ,
PA2p-

1 = (PB1P-
1рВ

2Р-
1 + + PB5-,P-'PB5V-' ) =

= diag (""\,),,,,\2) + ... + ""\5-1),,,,\5\ , ""~'),,,,~2) + ... + ""~-J),,,,~»),

PAop-1 = (- 1)5 PB1P-
1
, ••• , РВ5Р-' =

= diag (",,\') ... ",,\5>, ... , ",,~" ... ",,~»).

Следовательно,ввиду теоремы 5 матрицы А {, i = 1, ... , s являются попарно

перестановочными и имеют простую структуру.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть коэффициенты А{, i = 1, .. " s матрич­

ного многочлена (1) суть попарно перестановочные матрицы простой струк­

туры. Тогда согласно теореме 5 существует такаЯrнеособенная числовая

матрица Р, что

РА (х) г:' = Ех5 + 11x
s
-

1 + .,. + 15 = 1 (х),

1 - d' «(i) (i»)' - 1где l - tag!-t, ' •.. , '""'n ' t - , ••• , S.
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"Но матричный многочлен J (х) можно представить в виде

s
! (х) = П (Ex-D;),

;=1

где D; = diag (Л,\i) , . , . , л~)) и DiDj = DjDi, i, j , 1, '" , s.
.Преобразованием при помощи матрицы р-I перейдем обратно к матричному
многочлену А (х), т. е.

s
А (х) = p-I! (х) Р = П р-! (Ех - D i ) Р.

i=1
' Очевидно , матрицы В; = P-1D iР, i = 1, .. . , s имеют простую структуру
,И BiB; = B;Bi, i, j = 1, ... , в. Теорема доказана .
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, АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОйСТВА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ

ПАРАМЕТРОВ ОБОБЩЕННОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ

.При решении задач математической физики часто используются аналитиче­

. ские свойства выражений, которые содержат многозначные функции. Среди

многозначных функций особую роль играют радикалы, аналитические свой­

ства которых в несвязанных задачах изучены в работах [2, 51. Однако сколь­

нибудь полные исследования радикалов, играющих важную роль в построе­

'нии аналитико-численных методов решения связанных задач обобщенной

термоупругости, до сих пор в литературе отсутствуют.

В данной работе изучаются аналитические свойства характер!,!стиче­

-ских параметров обобщенной связанной термсупругой среды, которые яв­

ЛЯIОТСЯ многозначными функциями комплексной переменной со и через ко­

торые выражаются трансформанты интегральных пр~образований [4] :

Л1,2 = ~l V+'Y1,2, 1'1.; = Vx [1 + M2(1 + 8)] + i (l + 8) + Q, О)

Q = V {x [1 + М2(1 + о) ] + i (1 + 8))2-4Х(ХМ2 + i), (2)
-гле

'V ro (j) * = ..:L " 2 Л. +2fL. с2 = ~. м _ .!:.L.
л, = ro'" ; х С1 = Р , q .г' - Cq ,

л, f1 - коэффициенты Ламе; р - плотность среды; % - коэффициент темпе­

ратуропроводности; т, - время релаксации теплового потока; в --:.коэффи­
, циент связанности.
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