
(23)
. ~

a~j+2) = - Nn (j) н;' (h) a~2i+I), a~2i+1 ) = JА, Ш q~1)sds, rJb2
/+ 2) = О,

о

~ ~

b~2/+I) = Sн, (s)q~2)sds, C~2J+ I) = 5С/ (s)q~3)sdS, db2i+I
) = О,

о о

q:f) = (2n + 1) i\ t; ' ехр (- f.-I pd) Р; Uf1p/m p), р ---: 1, 2, 3.

Здесь ~еличины A~) (j), е; (j), L~) (j), Мn (j) и н; (j) определяются форму­
лами (19), если в ни х функции п; (х) заменить сферическими функциями

Бессел я jn (х) .

Уравнения (23) служат для определения коэффици ентов a~2'+2), b~2i+2 ) и·

d~2i+2) по коэффицие нтам предыдуще го приближени я; если они найдены,
(2 + 2

то из (20) следует, что известно и значение Сп ' J. Этим согласно (15) функции
F2i+2, H2i+2 И Ч"2/+2 полностью определяются.

Та ким образом , соотношения (21) - (23) дают возможность оп ределить

любое п р ибл ижен ие для функций F, Н и ЧГ , построенных в виде рядов (1 4).
С использованием этих функций, а также соотношений (6), (7), (10) и (1 3)
можно получить формулы для определения температуры, перемещений, на­

пряжений в полупространстве и усилий в оболочке (ввиду громоздкости

указанных формул приводить их не будем).

Отметим , что нулевое приближение (21) рядов (14) соответствует реше­

нию задачи теплопроводн ости и динамической задачи термоупруго сти для

пространства с рассматриваемым сферическим включением .

J. Новицкий В. Вопросы те рмоупр угости .- М. : Изд-во АН СССР, 1962.- 364 с .
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ваемых упругих тел, содержащи х включени я в виде тонки х оБОJlо q ек .- Прикл . меха­

ни ка, 1967, 3, вып . 6, с . 8-16.
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J . Mech. алd Appl . Math ., 1960, 13, N 2, р . 228-246.
5. 'X ulshresfha Р . К. , Риз ! Р . Coup led thermoeJastic ргоо г егп [ог ап elas lic half -space wi th

ал embedded эр п епса ] cavity.- Arch . Mech., 1971, 23, N 2. р . 249-263.
6. Тпииоепяаёаспги V . R . , Viswana(han 1( . Dулаmic гезропзе о ] ал elasti c hal f-space ·to

timedcp endent surface tractions оуег an embedd ed spherica l cavity.- Ргос . R.oy. Soc.
Ser . А , 1965.287, N 14]), р. 549-567.
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Рассмотрим упр угое и зотропное тело с включением из материала, обладаю­

шеготеми же упругими свойствам и, 110 другим коэффициентом линейного

расширения. Пусть тело от начальной нулевой температуры нагревается до

постоянной температуры То. Возн икающее при этом напряженное состояние

аналогично тому , которое имеет место в однородном теле, есл и область вклю-

.чения нагревается до То, а остальное тело сохраняет температуру , равную

нулю. Задач и такого рода впервые были исследованы дж. Гудьером [41,
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получившим ряд общих результатов и рассмотревшим некоторые формы

включений (прямоугольник и эллипс) В бесконечном упругом слое. Обобше­

нию этих задач на случай неограниченного пространства, полупространства

и полуплоскости, а также решению задач для других видов включений по­

свяшены работы [1,5-9]. В настояшей статье строится решение для полу­

плоскостис произвольнымвключением. В качестве примера исследуется на­

пряженное состояние полуплоскости с эллиптическим включением.

Пусть в полуплоскостиУ ~ О имеется включение, занимаюшее область

D, ограниченную замкнутой кривой L. Используя комплексное представле­

ние функции напряжений и обозначения работы [2], граничные условия за­

писываем следующим образом:

<р и) + t<p' (t) + 'Ф (t) = О на прямой у = О, (1)

<р+ (t) + tq/+ (t) + 'Ф+ и) = ер- (t) + tep'-(t) + 'Ф- и) на L, (2)

хер+ (t) - tep'+ (t) - 'Ф+ (t) = хер- (t) - tep'- (t) - 'Ф- (t) + 2[tg (t) на L, (3)

где х = 3 - 4'\>; '\> - коэффициент Пуассона; [t - модуль сдвига, а функция

g (t) задается выражением

g (t) = g2 (t) - gl и), (4)

причем gl (t) - персмещения точек контура L, которые имели бы место в

отсутствие дополнения D до полуплоскости, а g2 (t) - персмещения точек

контура L, которые имели бы место в отсутствие области D. Обозначения

<р+ (t), 'Ф+ (t), <р- (t) и 'Ф- (t) относятся к граничным значениям функций

ер (z) и 'Ф (z) на контуре LcooTBeTcTBeHHo при приближении извне и изнутри

к контуру L.
В работе [3] предложен эффективный прием, позволяющий свести плос­

кую задачу для тела с включениями к некогорой вспомогательной задаче для

тела без включений с фиктивными нагрузками на внешнем контуре.

Сложим равенства (2), (3). В результате получим

<р+ (t) - ср- (t) = ~i~(; на L. (5)

Далее, переходя в УСЛОВИИ (2) к сопряженным значениям и учитывая ра­

венство (5), находим

'Ф+ (t) - ~г (t) = - ~Il~~ на L, (6)

где положено

h (t) = - g (t) - tg' и), g' (t) = dgd~l) .

Из условий (5), (6) на основании теории интегралов Коши имеем

Il r g (1)dl Il rh (t) dt
<р (z) =еро (а) + ni (] + ох) j ------г=-г-, 'Ф (z) = 'Фо (z) + ni (] + х) J 1 - г '

L L

где <Ро (z), 'Фо (z) - функции, голоморфные в полуплоскости У ~ О.

Полагая

(7)

Il \ g (1) dl Il r h (1) dl
ср* (z) = ni (1 + х) l -г-~- г -. 'Ф* (z) = ni (1 + х) i 1- z' (8)

после подстановки (7) в (1) получаем

(j}o (t) + tep~ (t) + 'Ф;(t) = - ер* (t) - tep: (t) - '\1* (t), (9)

причем правая часть этого выражения - известная функция. Таким обра­

зом, мы пришли к обычной первой ОСНОВНОЙ задаче теории упругости для



полуплоскости . Решение такой задачи известно [2]:
00

· 1 rN-iТ

ФО (z) = - -2ni - J x-z ах,
- 00

00

ч' (2) = -- - 21 .- \ N -{- [Т ах - о, (z) - zФ~ (z),
nl x-z,

- 00

(10)

(14)

(13)

где введены обозначения:

Ф (2) = ер' (z), ч' (2) = 'Ф' (z),

N - iT = Ф* (z) + Ф* (2) + zф: (2) + Ч" * (2), (11)

N + iT = Ф* (z) + Ф* (2) + zФ: (z) + Ч'* (z).

Из обозначений (8) и (11) получим

Ф (z) = fA r~~Jt) dt ф' (2) = fA (' _g" (t) d1
* 'Л! (1 + х) j t - z'· n! (1 + х) j t - z '

L L

ч' (г) _ ~t (' ~(t) dt
* - n! (1 +%») t - z .

. L

далее, вычисляя значения N + iT на границе полуплоскости и подставляя

их в решения (10), находим

фо(z)= , fA J (' 2g ' (t ) + (7 + ~ + 2h ' (t ) dt,
2щ (1 + х) .) t - z

L

0/0 (z) = 2n! /+ х) [J g'" (t ) dt + 2 ~ д; (t) ~i-] - ~o (z) - zФ~ (z). (12)

до сих пор во всех рассуждениях нигде не использовалась специфика сфор­

мулированной выше задачи. Очевидно, что при нагреве всей полуплоскости

до температуры То функции g и) и h и) имеют вид

g (t) = ~.t, h (t) = - 2лt, л = (1 + 'V) (cx z - сх 1) То '

Подставляя эти выражения в (12), получаем

2л tL ~ dt .'
фо (z) = - ~-( I +' ) -зз--, чго (г) = - фо (а) - zфо (г).

nt Х , t-z
L

Выражения дЛЯ Ф* (г), ч'* (г) примут вид

Ф (z) = /1 ~~~~ , г Е о, ЧГ. (г) = _ . 2ЛfA r.«. .* '" ш (1 + х) ) t - z
О, zg: D, 1.

Поскольку

r 'i dt z = ~. t dt z 'i L

ТО для определения потенциалов Ф (г), ч' (г) достаточно вычислитьJ dl/(t - г). ,

Пусть z = (() (~) - функция, . конформно отображающая внешность

единичного круга плоскости ~ на внешность контура L плоскости г. На иболее

общая функция такого рода имеет вид

\ '

ш (s) = ao~ + ~ :ln;'- n,
n=1
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(16)

(15)

(17)

На окружности единичного радиуса справедливы равенства

) - ]
• = -' do: = - .;-2- d•.

• ' 1:

Тогда

_ __ __ (ао - f nаnТ'+I) d.r d1 (' 00' (т) d. r n=1
J t - 2 = J (;)[1:) - 2 = - J--1:""-;;2"""r-OO-;"(1:-;")--Z-=']'---
L С С .

Здесь С - окружность единичного радиуса с центром в начале координат;

т - произвольная точка окружности.

Подынтегральная функция в (15) вне единичного круга С аналитиче­

ская всюду, за исключением точки ~ = ~o, являющейся корнем уравнения

со (~) - г = О, и точки ~ = 00, в которых она имеет полюсы первого поряд­
ка. Таким образом, если г It D, т. е. вне единичного круга, то

r.«, = 2лi \ (О' (t) _] + a1 ]i t - 2 00' (~o) ~6 ао'

Если же z Е D, т. е. ~o внутри единичного круга, то

r.«, = 2лi a.1 .J t -z ао
L

В качестве примера определим напряженное состояние полуплоскости

с эллиптическим включением, имеющим центр в точке 20 = -id, полуоси а и

Ь, а угол между направлением полуоси а и осью Ох равен 8. Функция, от­

ображающая внешность единичного круга на внешность включения, в этом

случае имеет вид

(18)

(20)

(19)

где

Теперь согласна выражению (16)

\
dt _ 2' -2i8 { B~6 - а В }-- - лtе --

[1-2- a~6-B а'

причем ~o - корень уравнения al~ + ~1~-l - id - z = О, т. е.

60 = _2_ + са е-Ее + -. / (Z + id e-ie)2_ L .
2а V 2а а

Подставляя выражения (J9), (20) в (13), (14), после некоторых преобразова­

ний получаем следующие значения потенциалов Ф (г) и чr (г):

Ф ( ) _ 2AfL 2iH а2
- В2 {l (z + 20) e

i8
}

ог----е - ,
1+ х аВ V(2 + 20)2 e2i8 - 4аВ

Ф* (г)= \ 12~x, гЕ о.
о, z It D, (21)

ф' (_ 2Afl з.е а
2

- В
2

{ 4аВ }
о г) - - ~е - ар-- [(2 + 20)2e2i8 _ 4ар]З/2 '

Ф. (г) = О, Ч'о (z) = - фо (г) - zфо (г),
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(22)
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далее ' напряжения определяются по известным формулам Колосова­

Мусхелишвили [2]

ахх + ауу = 4ReФ (z) = 4 Re !ФО (z) + Ф* (z»).

ауу - ахх - 2i(Jxy = 2 (zф' (г) + 'f (z)J = 2 {z [Ф~ (z) + Ф~ (z)] +
+ чrои + Ч'*(z») .

.Исследуем характер напряженного состояния в наиболее интересных

Случаях : на границе полуплоскости. на оси симметрии (х = О) и на границе

включения. На границе полуплоскости напряжения ауу И аху равны нулю,

а напряжение ахх легко получить из первой формулы (22) с учетом выраже­

ний (21):

ахх Iy=o = - ~~.- ~.:.. 4 Re{е2!е r1- (х - id) e
i fJ J} .

I + х (I.~ V( 'd)9 2ifJ 4 R
х- L -е - а",

На рис. 1 для значений геометрических параметров а = 1, Ь = 0,5 и

- 2Л).Ld = 1,1 приведены графики безразмерного напряжения ахх = а,х/[ +х на

границе полуплоскости в зависимости от угла е. Кривые 1-6 соответству-

л: л: л

ют величине е = О, 10 ' В' 6'
:rt Л

Т, Т· Из графиков следует, что с

ростом угла 8 координата макси­

мального напряжения а'Х вначале

возрастает, а начиная с величины

8 = n/4, убывает до нуля. На

рис. 2 приведены значения макси-

мальных напряжений ахх (крива я

1) и координат (кривая 2), в которых они реализуются, в зависимости от

угла 8. При е . о напряжение ахх на границе полуплоскости достигает

максимальной величины в силу симметрии задачи в точке х = О и опреде­

лястс~ формулой

~aKC _ _ 16аЬ (1 _ d) (23)
хх - а2 _ Ь2 . Vd2 + а2 _ Ь2 •

Определим концентрацию напряжения ахх в точке х = О, понимая под

этим отношение (23) к .соответствующему значению напряжения ад в

6]



неограниченной плоскости с эллиптическим включением. Используя резуль­

таты работы [41, получаем, что коэффициент концентрации равен 4. Интерес­
но, что такая же концентрация напряжения ахх и для полуплоскости С кру­

говым включением [8].
Выражения для напряжений на мнимой оси и на границе включения

ввиду громоздкости здесь не приводятся. На рис. 3 для случая е"ои тех же

значений геометрических параметров, что и выше, показан характер распре­

деления напряжений О-хх ИGуу на оси Оу (напряжение аху, очевидно, равно
нулю). ИЗ расчетов следует, что максимальное значение напряжения ахх на

перемычке между границей полуплоскости и включением наблюдается или

на границе полуплоскости или на границе включения, а не в какой-либо

Рис. 3
ir/2о

Рис. 4
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(24)

промежуточной точке. На границе с включением напряжение ахх со сто­

роны основного материала равно

ах.х= 4аЬ {4-!!""- 3(2d-b) }
а2

- Ь2 а V 4d 2 _ 4bd + d2 •

Приравнивая выражения (23) и (24), находим условие, которому должны

удовлетворять величины а, Ь и d, чтобы значения напряжения ахх в точках

х = о, у = о и х = О, У = ь - d совпадали:

ь 3 (2d - Ь)

а + V4d 2 - 4bd + а2 (25)

Если для некоторых а и Ь величина d < d*, где d* - корень уравнения (25),
то максимальное значение напряжения ад достигается на границе полу­

плоскости, если же а;» d*, - то на границе включения.

Провести обстоятельный анализ напряженного состояния на границе

контакта в зависимости от геометрических параметров затруднительно.

В качестве примера на рис. 4 для значении е = О, а = d = 1 и Ь = 0,5
приведены графики изменения напряжениий аn ,О-т: и а,;,; на границе вклю­
чения в зависимости от полярного угла ер, который отсчитывается от большей

полуоси включения против часовой стрелки (n, 't - внешняя нормаль и

касательная к границе включения). Характерным является наличие кон­

центрации напряжений в окрестности большой полуоси, которая тем боль­

ше, чем больше отношение а/Ь. Влияние границы полуплоскости практиче­

ски перестает сказываться на распределении напряжений в контакте, на­

чиная с величины d - 4a~
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Квазистатическая задача термоупругости для кусочно-олнородного цилинд­

ра рассматривалась в работах [3, 4] для различных частных случаев функ­

ими распределения температурных полей. Однако для определения опти­

мального управления тепловыми пропессами в кусочио-однородных дета­

лях и элементах конструкций методом решения обратной задачи теплопро­

водности по заданным термонапряжениям, как и в случае однородного те­

ла [1], необходима функциональная зависимость термоупругих напряжений

от температурного поля.

В настоящей работе приведсны решения одномерной задачи теплопро­

водности и соответствующей. ей задачи термоупругости для полого кусочно­

однородного многослойного цилиндра. Полученные формулы позволяют

определять термонапряженное состояние такого цилиндра при произволь­

ном температурном поле, а также могут быть использованы для решения

задач оптимального по быстродействию управления тепловыми процессами

в многослойном цилиндре при ограничении на термоупругие напряжения.

Рассмотрим полый многослойный цилиндр С внутренним и наружным

радиусами R1 и R2 , изготовленный из произвольного числа n концентриче­

ских однородных слоев. Материал каждого слоя изотропный, а теплофизи­

ческие и механические характеристики такого цилиндра представляются

в виде [4]
,,-1

Р (г) = р, + ~ S+ (г - г,) (Pf+I - Pt),
1=1

(1)
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