
сравнивались . В таблице приведсны пять корней первой задачи и три корня

второй для нескольких значений т и п при следующих параметрах. а = 0,1 м,

i / ... 0,6 м, h = 0,001 м, а = 7047', Е = 0,193. 1012~, V = 0,3, р = 0,78 х
м

кг .
х 104 - 0- ' k=0,9.При этом собственные частоты о) представлены в герцах.

м

Из п ри ведеиной таблицы видно, что низшие собственные частоты до

статочно точно определяются без учета сдвига. для определения степени точ

ности упрощенной без учета сдвига модели проводились расчеты в широком

диапазоне изменения параметров. Оказалось , что при указанных выше зна

чениях параметров оболочки точность порядка 0,1 % достигается вплоть

до значений п = 10, т = 15-:-20, 1% - до п = 25, т = 30-:-40, 5% 
до n = 60, т = 80-:-100. С увеличением угла а расхождение результатов

умен ьшается. Так, при а = 450 точность 1% наблюдается даже при п =
= 70, т = 10.

Учет влияния сдвига оказывается более существенным при больших зна

чениях толщины оболочки. Например, при h = 0,01 и а = Т" 43' погрешность

порядка 1% имеет место уже при п = 4, т = 5.

1 Гольденвейзер А. д., Лидекий В . В . , Товстик П . Е . Свободные колебания тонки х упр у

гих оболочек.- М. : Наука, 1979.- 383 с.

2. Гонткевич В . С . Собственные колебания пластинок и оболочек .- Киев: На ук . думка ,

1964.- 287 с.

3. Т'риголюк Э. И. о малых колебания х тонких уп р угих конически х оболочек.- ИЗБ .

АН СССР . ОП1, 1956, N~ 6, с . 35-42.
4. Пелех В . д. Теория оболочек с конечной сдвиговой жесткостью.- Киев : Наук. думка .

1973.- 243 с.
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УПРУГОЕ РАВНОВЕСИЕ ПЛОСКОГО СЛОЯ НА ЖЕСТКОМ ОСНОВАНИИ

Плоский слой на жестком основании является одной из распространенных

моделей упругого основания [1, 2]. В мон ографии [1] перемещени я и напря

жения в точках такого слоя определяются приближающими функциями.

Матрично-операторный метод в теории у п ругости [3, 4], примененный к зада

че упругого равновесия бесконечного слоя [5], позволяет получить точные

формулы для перемещений и напряжений в слое, спаянном с абсолютно жест

ким основанием , а в пределе , при устремлении толщины слоя к бесконечнос

ти, и для упругого полупространства.

Отнесем бесконечный плоский слой из однородного изотропного упругого

материала к декартовой системе координат (х, у, г). Координатную плоскость

хОу совместим с лицевой поверхностью слоя, ось z направим в сторону

внешней нормали. Предположим, что слой толщиной Н по плоскости z =
~ -Н спаян с абсолютно жестким основанием. Таким образом, -Н:::;;;;

:::;;;; z:::;;;; О.

Рассмотрим задачу, когда на лицевой поверхн ости слоя (z = О) задан

вектор напряжений 't'~z, T~z, (J~, удовлетворяющий уравнению Гельмгольца

7 1~1 665

(1)
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где

(2)

А - независимый параметр; т, п = 1,2, ...
Отметим, в частности, что уравнению (1) удовлетворяют члены двух

мерного тригонометрического ряда Фурье, которым может быть представ

лен широкий класс нагрузок.

Используем общее решение смешанной задачи теории упругости для

бесконечного слоя, полученное в работе [5] матрично-операторным методом

[3,4]. Учитывая, что в данном случае в плоскости Z = -Н смещения равны
нулю и что вектор заданных напряжений на плоскости Z = О удовлетворяет

уравнению (1), после некоторых преобразоваиий получим решение рассмат

риваемой задачи в смещениях:

и = ГT~г + а (PT~ + q<1~), V = пzz + ~ (pT~ + q<1~),

W = (г + л2t) <1~ + $T~, (3)

где

о u R О
Т. = аТхг + t-J'tyz ;

r = sh (8 + zл) •
Gл сЬ 8 '

P
t

} = сЬ 8 / { 2W " -
2Gл3W "" + сЬ 2 Е + (3 - 4'\') [8 th 8 + 2 (1 - "Н-

- (8+ ZI,,) [(1 - 2v) th Е + 8]}sh (8 + гА)-

- (8 + ZЛ) [2 (1 - ") + 8 th 8] ch (8 + ZЛ» ;

;} = -2g;..,:w ({(3 - 4'\') [8 + (1- 2v) th8] - (8 + ZA) [2 (1-v) ±

+ 8 th 8]} sh (8 + ZЛ) - (8 + ZЛ) [(1 - 2v) th Е + Е] сЬ (8 + ZЛ»;

w = (1 - 2v)2 + 82 + (3 - 4v) сЬ2 Е;

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

8 = НА; и, v, w - компоненты смещения; G - модуль сдвига; v - коэффи

циент Пуассона. Здесь и далее верхние знаки относятся к верхним функциям,

нижние - к нижним.

Аналогично или непосредственно из решения (3) находим выражения для

напряжений, действующих в любой точке слоя:

-о -о -о -о -о-о

'[хг = Пxz + а (рт. + q<1z) , Туг = ГТуг + ~ (рт. + q<1z) ,

- - о - о

<12 = (г + A2t ) <1г + $Т., (9)

в которых

r= сЬ (1-:-1- zл) • (10)
сЬ Е '

: } = ~; <{(1 - 2v) [8 + (1 ---:- 2v) th 8] - (8 + гА) [2 (1 - ") +

+8 th 8]} sh (Е + ZЛ) + {+ c~ Е + 2 (1 - ") [8 th 8 +2 (1- ")] -

,--(8+ZА)[(1-2v)th8+8)}Сh(8+ZЛ); (11)
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~} = ~t;; ({ (l 2,,) [8 th е + 2 (l -,,)] - (8 + zл) r(1 - 2,,) th 8 + 8]} Х
Х sh (е + ZЛ) + {2 (1 - ,,) [8 + (l - 2,,) th 8] - (8 + гА) [2 (1 - ") +

+ 8 th 8]) ch (е + гА» (12)

Остальные компоненты напряжений вычисляются через основные иско

мые функции (3), (9) по формулам

. 20 ( R V . )
ах = 1_ V аи. + "I"V + 20 о, ,

ау = 1 20 v ("аи + ~v + ;0 аг) ,

'"ху = G (av + Ви). (13)

Отсюда, в частности, следует, что в плоскости спая имеют место зависи

мости

Решение этой задачи для упругого полупространства получаем путем

предельного перехода при Н ~OO. В пределе функции (5) - (7) принимают
вид

!
г=_егл.

т, '

Р} _ а. =F2v гл.t - - --C;:G'J,.3- е ,

q} _ zл ± (1 - 2У) гл
S - - 2Gл2 е.

Подставляя эти функции в (3), получаем

и = 2~Л3 [2A2't~z + (2" - zл) аТО - Aaa~] егл ,

v = 2~Л3 [2A2't~z + (2" - ZЛ) ~TO - A~a~] егл,

W = 2~Л2 [2Aa~ - (2" + ZЛ) ТО + '"~] еZЛ •

(15)

(16)

(17)

(18)

Формулы для напряжений после предельного перехода принимают

вид

'L"xz = ('t~z - ZA-lссТО) &А., '"уг = ('t~z - гА-1~TO) еZл,

Ог = (a~ - гТО) еZЛ ; (19)

ах = л-3 {2л2а't~z+ [2"А2 + (2" - гА) а2] ТО - a2Aa~} еZл,

ау = А-3 {2A2B't~z + [2"А2 + (2" - ZA) В2] ТО - ~2Aa~} егл,

'"ху = А-3 [А2 ф't~z + GП~z) + (2" - гА) a~TO - AaBa~] еZл, (20)
где

ТО = a't~z + B't~z + Aa~.

Напряжения (19) не зависят от упругих постоянных

странства.

С помощью (18) получаем объемное расширение

О = 1- 2'11 ТО гЛ
-----аг е.

Напомним, что везде Z ~ О.

7"

(21)
материала полупро-

(22)
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В случае, когда в точках лицевой поверхности слоя (г = О) заданы пе

ремещения иО 1 ио, шо, удовлетворяющие уравнению (1), поступаем аналогич

но. Пользуясь общим решением, полученным в работе [5], находим

- - о - . . - - и . ~

и = гио + а (ри. + qwo), V = ГVo + ~ (p~.+ qwo),
- - - о

w = (г + л2f) шо + SИ.' (23)
Здесь

и~ = аио + ~иo;

- sh (8 + zл.)
г= .

sh 8 '

(24)

(25)

.~ } = ~~ <{±s~~--(3-4V)[В=F(3-4v)thВ]+(8+гл)вth8} х

х sh (В + гл) + (8 + гл) [(3 - 4v) th е =F В] сЬ (В + гл) .> (26)

~} = ~; ({(в+гл)[(3-4v)th е+в]-(3-4v)еthе}sh(8+гл)+

+ (е + гл) 8 th е сЬ (8 + гл) ; (27)

V = е2 - (3 - 4v) sh2 е. (28)

Напряжения в слое определяются формулами

" А о л,. ~. "'о'"

Q;xz = гио + а (ри. + qwo), 'ty z = гио + ~ (ри. + qwo), (29)
..... ,.. .... о

О'г = (г + л
2
t) шо + SИ.'

в которых

; = Gл ch (8 + zл.) •
sh е '

(30)

р }= 20 сЬ 8 / { v }t лV '" + sh 28 - 2 (1 - v) [е =F (3 - 4v) th 8] + (е + zл) е th 8 Х

Х сЬ (8 + z''л) + {(8 + гл) [(3 - 4v) th 8 =t= е] - (l - 2v) е th е} sh (е + гл) );

(31)

q } 20сЬ е
~ = - v- ({(8 + гл) [(3 - 4v) th е + el - 2 (1 -v) е th в } сЬ (е + гл)-

- {(1 - 2v) [е + (3 - 4v) Нl е] + (е + гл) е th е] sh (е + гл.). (32)

Остальные компоненты напряжении могут быть вычислены по форму

лам (13). Оказывается, что и в этой задаче справедливы зависимости (14).
Решение для упругого полупространства получаем предельным пере"

ходом в формулах (23) - (27) при Н -+00 . В результате получаем

и-:--(uо - (з_Z~v)л uо)еzл , и= (ио - (з~~v)/, Uо)ezл,

где

100

(

г '

W = шо - 3 -4:;; Uо ) еzл , (33)

(34)



В этом случае объемное расширение

8 = 2(1-2v) U ZA
3-4v ое. (351

U,7.U .

а2

-0,2

-0,6 -

0,2 0,4

Рис. 1

-6zJG .

4

3

о 0,2 0,4

Рис. 2

1,0 х

2

Рис. 3

0.5

1,5

Тем же предельным переходом в (29) - (32) или непосредственно по пе

ремещениям (33) находим напряжения в полупространстве:

'tхz=G(лuо+аwо- (:~"t,/л aUo]ezA
,

'tyz = G(лvо + Bwo - (:~t)\ виоl ezл.

'l 1 - 2v + zл ] гА· 36)аг = 2О л'Wо - 3 _ 4v Uо е , (

G(
2vл - ,а

2 U ] гА
ах = 2 аио + (3 _ 4v) л о е ,

су = 2О [Вио + ~;~~:f~ Uо] ezл,

- о [R + 2za~ U ] гА 37)Т:ху - ",ио аюо - (3 _ 4v) л о е .: (

В 2.0. качестве примера рассмотрим задачу,

u О О О о
в которои 'txz = Т:уг = , а а, определяется

периодической нагрузкой [7]
аг = G(l + cos лг) (1 + cos ЛУ), (38) -z.Н

имеющей достаточно выраженный неравно

мерный характер. Результаты вычислении

показаны на рис. 1-3. На всех рисунках сплошными линиями построены

графики для слоя, а штриховыми - для полупространства.

На рис. 1 показаны смешения и, . w точек лицевой поверхности z = О

слоя и полупространства в сечении у . О. При этом перемещения плоскос

ти г = О как жесткого тела исключены [6]. Тангенциальные смещения и

направлены в сторону пика нагрузки.

На рис. 2 дан график нагрузки (38) на лицевой поверхности и графики

нормальных напряжений в плоскости спая при Н = 1 и в той же плоскости

(г = -1) - для полупространства при У= О. Видно, что наличие жест

. кого основания значительно увеличивает максимальное нормальное напря

жение в основании слоя.

Графики рис. 3 показывают зависимость от толщины слоя наибольших

касательных и наибольших нормальных напряжений в плоскости спая; а

также зависимость от координаты г тех же напряжений в полупространстве

при одинаковой нагрузке (38). Зависимость для касательных напряжений

имеет ярко выраженный максимум. В случае полупространства этот макси

мум находится на глубине г = -0,272. На глубине, равной длине периода
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функции (38), напряжения практически выравниваются в полном ссответ

.стви и с принципом Сен-Венана.

В заключение обратим внимание на интересный факт.

При г = О соотношения (3) и (29) становятся взаимно обратными . Если

взятые из (3) значения ио , vo, Wo подставить в (29), то получим тождество.

И наоборот, подстановка в (3) взятых из (29) значений 1:~z, 1:~z, a~ обращает
соотношение (3) также в тождество. Эти свойства являются фундаменталь

ными для исследованных выше задач , так как сохраняются и при предель

ном переходе Н --+ 00 . Поэтому соотношения (18) и (36) также взаимно об

ратные. Таким образом, задание смещений на некогорой поверхности, на

пример г = -Н, исключает произвол в выборе начальных фун кций ио , vo,
о о о u u О

W O, '"хг • '"цг , аг , деиствующих на лицевои поверхности слоя г = .

упругости.э-- М.: Физматгиз, 1959.- 364 с .
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ТРАнеВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО ТЕЛА

(1)(i = Х, у, г),

уравнения равновесия

до;х да1у + са;г - О

дх + ду дг

Плоская задача теории упругости для изотропных сред рассмотрена в рабо

те [3]. для анизотропных тел подобные вопросы исследованы в работе [2].
В настоящей работе эти результаты обобщаются на случай учета поперечных

деформаций для трансверсально-изотропного тела.

Рассмотрим трансверсально-изотропн ую пластину толщиной 2h, плос

кости изотропии которой параллельны срединной плоскости . Пластинку

отнесем к декартовым координатам Х, у, г. Система уравнений статики упру

гого трансверсально-изотропного тела при отсутствии массовых сил имеет

вид

а)

'б) соотношени я закона Гука (разрешенные относительно компонент

напряжений)

Е ( дих дИу ) ~
ахх = -1 _ V2 -. ах + v -ау. + MJ, (x~y),

о = G(дих + диу )
ху ду дх '

~ = Е' [ ди, + л ( дих + диу ) ]
zz О дг дх ду '

а - О' ( дUл , дИг ). (Х.:;:± у) .
хг - дZ '- ----ах

(2)
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