
= 'v • 0,3, Bi = 0,25. На рис. 2 показано изменение напряжения cre на
контуре отверстия в зависимости от кр итерия Bi при rolh = 6, v'=v =
=0,3. На рис. 1, 2 штриховые линии построены при a;/at = 1, Е/Е'= 1,
штрихпунктирные - при а;/а! = 1, Е/Е'= 3.

На рис. 3 изображено изменение напряжений cr8 на контуре отверстия

в .зависимости от отношений линейных температур ных удлинений с4/а/
при fo/h = 6, v'= v = 0,3, Bi = 0,25. На рис. 3 штриховая линия соответ­

ствует параметру Е/Е'= 1, штрихпунктирная - Е/Е' = 3. Сплошными.

линиями на рис. 1-3 приведены результаты работы [3]. Как следует из

рис . 1-3, напряжения cr~ увел ичиваются с ростом параметров податли­
вости материала плиты поперечным сдвиговым и нормальнымдеформациям,

относительных р азмеров отвер сти я , критерия Био и отношения линейных

температурных удли нений .
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Приведение уравнений трехмерной задачи теплопроводности к двумерной

можно выполнить различными методами. Например, в работах [7, 8] вывод

ур авнений теплопроводности пластин и оболочек производится с исполь­

зованием операторного метода в ко~плексе с методом усреднения темпера ­

туры по толщине . Уравнения нестационарной теплопроводности получены

в [1-4] на основе вар иационных принцилов. Предположение о полиноми­

альном законе распределения температуры по толщине пластин и оболочек

использовано, в частности, в работах [5, 6]. В данной работе на основании

вариационного принципа, эквивалентного краевым задачам нестационар­

ной теплопроводности, построена приближенная система уравнений и крае­

вых условий для тонких оболочек при зада нном законе изменения темпера­

туры по толщине. 'в отличие от [1, 2], вариационный принцип устанавлива­

ется с применением преобраэования Лапласа к исходным соотношениям

краевой задачи теплопроводности .

Рассмотрим тонкостенную изотропную оболочку постоянной толщины

2h, отнесенную к смешанной ортогональной криволинейной системе коор­

динат (а, ~, 1'). Влиянием кривизны оболочки натемпературное поле будем

принебрегать. Построим функционал, экстрамали которого удовлетворяют
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краевой задаче теплопроводности

+ Но [t (а, ~, ,\" 1:') - tc (а, ~, -у, 't)]I(1:) = О,

t (а, ~, ,\" О) = О,

.м (а, ~, ,\" т) + Q (а, ~' у, 't)

дt (а , ~, у, 't)
дn

-
а

дt (а , ~, у, 't)
д,;

(1) .

(2)

(3)

где t, t, - температура в области оболочки и внешней среды, отсчитывае- .
мые от постоянной начальной; Q - плотность распределения тепловых ис­

точников; А - коэффициент теплопроводности; а -:- температуропровод-.

ность; Но - относительный коэффициент теплоотдачи с поверхности (~)

оболочки; т - время; ;; - внешняя нормаль к (~);

_ 1 [ д I А2 д \ д (А1 ' д ) д2 J.
~ - A

1Az да \~ да ) +"Щ\ А;- дj3 + А1А 2 ду2 ,

А 1 , A z - коэффициенты первой квадратичной формы срединной поверхности
оболочки. С этой целью применим к уравнениям (1), (2) преобразование Лап­

ласа по времени. С учетом нулевого начального условия (3) получаем

At~( R ) + Q (а, 13, у, 5) 5 t-( R )
о: а, 1', ,\" S л. , = а а, 1', ,\" S ,

дt (a,~, у, 5) + НО rt (а, ~, -у, s) -1, (а, ~, ,\" s)] 1(1:) = О.

(4)

(5)

Здесь s- параметр преобразованияЛапласа; f (а, ~, ,\" s) - трансформан­

та Лапласа функции f (а, ~, ,\" т).

Решение краевой задачи (4), (5) эквивалентно построению экстрема- .

лей функционала '

К = +~ (vtVi ++f - -~Qt) dV + ~o Ji«- 2t,) d~, (6)
(V) (1:) .

где (V) - область оболочки;

- (1 д 1 д д)
\7= ~ да 'A;-дj3 ' ду .

Оригинал К от К можно найти, используя теорему о свертке преобра-

зования Лапласа: '
. '{

1 r r [-> --> . 1 дt (а, 13 , у, и)
К = Т J J Vt (а, ~, ,\" и) \7t (а, ~ , ,\" т - и) +а .ди Х

(V ) о

. 2 . J
х t(a,~, ,\" ,"-и) - Т t(a,~, ,\" и) Q(a,~, ,\" 't'-u) dudV +

т

+ ~o JJ[t (а, ~, ,\" и) (t (а, ~, ,\" т - и) - 2t, (а, е, ,\" т - и»] dud~. (7)
11:) о

Непосредственной проверной нетрудно убедиться, что экстремали функ- .
ционала

(8)

удовлетворяют исходной краевой задаче (1) - (3).
Используем функционал (8) для построения системы уравнений при­

ближенного решения задачи (1) - (3) при заданном законе распределения

температуры по толщине оболочки.
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Пусть распределение температуры по толщине оболочки ищется в виде

разложения по некогорой системе независимых функций {CPk (у)}. непре­

рывных на отрезке [-h, h]:

t«(I." f3, у, т) = tk «(1." В. т) CPk (у), (9)

где (k = О, n). Здесь и в дальнейшем повторяющиеся индексы являются

индексами суммирования.

В силу принятых допущений, следуя работе (4], примем (~;+) ::::::: (1:-) =
::::::: (1:0). Здесь (1:±) ----с боковые поверхности оболочки при у = ±h; (1:0)_
срединная поверхность. Тогда функционал (8) можно представить в виде

* 1 r r r[ (-+ -+ * , 1 • atk ) *
м ="2""" j j j Akm V 2tk\72tm+а tmдU + Bkmtktm+

О (2:0) О

+ Ck~tkt: -2tk (<t + Hot*(+)CPk (h) + Hot*(-)СРk (- h»)] dud1:°d't" +

(10)

где tk = tk (а, f3, и); t~ = tk «(1." В, 't" - и);

ния (9) на торцевой поверхности оболочки;

при у = +h; '(Го) - контур (1:0);
h

Q; = I Q*CPkdl'; Akm = I ЧJkЧJтd\,;
-h -h

t;(fo) .; компоненты разложе­

t*Ш - значение функции t;

},

е.; = I ЧJkЧJтd\, ;
-h

Akт [aatт + Но (tт - tt;;o»] " = О (k = О, n).
п (го)

Они представляют собой систему уравнений для определения функций tk

разложения (9) искомого температурного поля t «(1.,; В, \'. т).

Если в качестве системы функций {.ЧJk (\,)}, (k = О, n) выбрать ортонор­

мированную на [-h; h] систему функций

1 '1 ,1I:,\, 1 ' 211:'\' 1. n1l:,\,
Y2h ' У ii втп -h- ' Vh вгп -h-' ... j y7i sш -h-'

то, как видно из формул [11], .

-+ (1 д 1 д)
Сkт=ЧJk(h)ЧJт(h)+ЧJk(-h)ЧJт(-h); \72= ~ да '~дf"' (11)

Уравнения Остроградского - Эйлера и естественные краевые условия

вариационной задачи для функционала (10), заданного на системе функ­

ций tk (k = О, n), запишутся так:

Аkm(л2tm - + д;; ) = (Ckm + Bkm) tт- <t -Но(tt+)ЧJk(h)+ t(-)ЧJk(-h».
(12)

(13)

k 'i= т,

{
О , k*m,

A~= 1, k=m; 1
О,

ь.; = (1t
h
m)2, k=m;

СОО =+; СОт = Сю = О; Ckm = О (k, т = 1, n).

Поэтому каждая из систем (12)', (13) вырождается в систему п независимых
-уравнений относительно функций tk «(1." В, т):

Л t - _1_ ato =..!L _ ~ _ ---.!!.L (t<+) -1- t<-»
2 о а , д. h '),. v2h •
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t!. t __Iдt/, = (_:rtk)2 t _~
2 k а д,; h k Л.

дtk + Н (t - t(ro») I = о
дп о k k (['.) -

(k =1, л),

(k = Q, n).

При полиномиальном представлении распределения температуры по
толщине _оболочки

t(a,~, -у, Т) = tk(a,~, 't)-yk

В соотношениях (12), (13) коэффициенты Akm, ·Bkm, Ckm определяются фор-

мулами _ _
. А - _ [1- (- l)k+m+l] hk+m+1

--'----'----;--';-----;---0-----' Ckm = Но [1 + (_ 1)k+m] hk+m,km - k+m+1

- [ 1 - (_ l)k+m-l] hk+m- 1

ВОm=ВkO=О, Bkm = k+m-I (k,пi=1,n).

При п = 1 (линейный закон распределения температуры по толщине)

система (12), (13) совпадает с аналогичной, приведеиной в работе [2].
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ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ ДИФФУЗИИ для ДВУХИОМПОНЕНТНОГО

ТВЕРДОГО РАСТВОРА

На основе представлений ,двухконтинуумной модели твердого раствора по­

лучено обобщенное уравнение диффузии, в котором учтены силы инерции

примесных частиц.

Рассмотрим твердый раствор, состоящий из первой (основной) и вто­

рой (примеси) компонент (фаз), которые моделируются двумя взаимопрони­

кающими континуумами. Принимается, что напряженное состояние внутри

второй фазы определяется только шаровой частью тензора напряжений,

характеризуемой давлением Р2 ' В дальнейшем все величины, относящиеся

к основной фазе, будем обозначать индексом «1», к примеси - индексом

«2», к центру масс раствора - без индексов.

Балансовые уравнения сохранения массы и импульса для каждоииз

компонент имеют вид [2]
др ... ~ci- + V . (PtVt) = О (i = 1,2), (1)
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