
При скручивающей нагрузке (7) имеем

1

Ф(х)=Аg(х,l)+ R~~) -I g(х,~)Jl(Юds,
'ХI

где

(lБ)

А=-

(16)

в табл. 1, 2 приведены значения коэффициентов интенсивности каса

тельных, напряжений Ко = Кт (G1Vil)-1 в зависимости от параметров сис
темы л 'и: ~, рассчитанные по формулам (4), (8), (9), (14) - (16). Из этих ре
зультатов следует, что приближенные методы для относительно толстого

и тонкого слоев перекрываются.
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При расчетах магнитных полей в нелинейных безгистерезисных средах

сеточными методами с использованием для решения нелинейных уравнений

игерационных методов (Ньютона, скорейшего спуска), а также метода про

должения решения по параметру используются дифференциальные магнит

ные параметры этих сред - гензоры дифференциальной магнитной прони

цаемости fL или дифференциального удельного магнитного сопротив

ления '\1. для простейшей нелинейной среды (изотропной) эти параметры

вычисляются по весьма простым формулам [2]. Для более сложных сред,

.например двухкомпонентного плоскошихтованного ферромагнетика (сталь

немагнитные прослойки), даже при оптимальном ориентировании осей
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прямоугольной системы координат (В плоскости шихтовки и лерпендику

лярно к ней) громоздкость окончательных формул для вычисления элемен

тов тензоров fL и '1) [1] находится на пределе целесообразности их практиче

екого применения, а при произвольно ориентированной системе осей, а

также для трехкомпонентной среды (две разные стали с немагнитными про

слойками) и при оптимальном ориентировании осей координат - далеко

за пределами такой целесообразности. С усложнением структуры и свойств .

среды резко возрастает объем аналитической работы по выводу общих вы

ражений для дифференциальных магнитных параметров. Вместе с тем, как

показал опыт применения магнитных параметров, в процессе расчета поля

кроме компонентов векторов Н и 13 и тензора fL (или v) для сплошной среды
неизбежно приходится вычислять и вспомогательные величины, характери

зующие магнитное поле (для сплошной изотропной стали - модули векторов

напряженности и индукции; для сплошной среды, эквивалентной слоистой-е

модули и компоненты векторов напряженности и индукции в ферромаг

нетике и т. д.), для чего используются частные пронаводные этих величин

по компонентам векторов Н или Тз. По существу эти частные производные
также ЯВЛЯЮТСЯ своеобразными магнитными параметрами среды (или ее со

ставных частей), хотя и не определяются в литературе специальными тер

минами .

В связи с изложенным актуальной является разработка метода, обес
печивающего единый подход к определению магнитных параметров разных..
сред; приемлемую простоту окончательных формул (с ориентацией на при

менени е ЦВ1\1); возможность вычисления всех фигурирующих в расчете поля

частных производных, т. е. тензоров ~L или v И частных производных исполь- :

зуемых вспомогательных величин.

Введем следующие понятия и определения.

Неявной магнитной характеристикой рассматриваемой среды будем на

зывать систему п уравнений с п + 3 переменными, позволяющую рассчи

тать . все компоненты вектора индукции (или напряженности) при любых

заданных компонентах вектора напряженности (или индукции) этой среды.

Представим эту систему одним нелинейным векторным уравнением

t (В,Н, М) = О, (1)

где М - (n - 3)-мерный вектор, охватывающий все вспомогательные ве

личины, вычисление которых необходимо (или целесообразно) для расчета

В (или Н) при заданном Н (или 8), и, следовательно, неизбежно фигурирую
щие в уравнении (1). Назовем эти величины внутренними координатами маг-

нитного состояния среды . .
. Вектор Н (или 13), который в процессе расчета поля рассматривается

как независимая переменная, будем называть аргументом магнитной ха

рактеристики. Обозначим его А. Тогда зависимыми переменными будут

совокупности п скалярных величин, охватываемых векторами "Р1 = [В, М]

ИЛИ Fz= [Н, ;\:1]. Образовав ' из них л-мерный вектор-столбец F зависимых
переменных, запишем уравнение (1) в виде

(1')
'\

Для нелинейных сред, как правило, структура уравнений (1) такова,

что . их либо нельзя решить относительно вектора Р, либо такое решение
нецелесообразно ввиду чрезмерной громоздкосги результата. Но если такое

, решение найти (численным способом либо аналитически), то в результате

будет. получена магнитная характеристика в явном Биде

(2У

ИЛИ, короче, явная магнитная характеристика. Входящую в нее эависи- .

мость13 = lJ (А) или Н = Н (А) (если А есть соответственно Н ИЛИ Тз)бу-
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дем называть внешней явной, а зависимость М = М (А) - внутренней ЯВ
ной магнитной характеристикой .

. Магнитными параметрами среды будем называть полную производную

ее явной магнитной характеристики, т. е. матрицу

П _ dF
. - - dA . (3)

(4')

(6)

При этом производную внешней явной магнитной характеристики будем

называть внешними магнитными параметрами , а производную внутренней

магнитной характеристики - щ!утренними.

Для численного определения магнитных параметров нет необходимос-

. ти располагать магнитной характеристикой в явном виде. Для этого доста

точно воспользоваться неявной магнитной характеристикой (1). Действи

тельно, полагая А -;- Н, F = 1; = [1f, М] и диффер енцируя (1') по Н, с vче-
том выражения (2) получаем J

~ d~I _ дl = О. (4 )
дFj dH дН

Аналогично , полагая А = 73, F = Р2 = [Н , JИJ, находим

дL d~2 + дl · = о.
вг, dB дВ

д! д! .
Здесь частные производные -_- и -_- - квадратные матрицы размернос-

дF1 дF2
ти n Х п. Из уравнений (4), (4') соответственно находим

~~ = - (:~J~I д~' д:i = - ( :;2 ГI :i . (5)

Формулы (5) определяют в общем виде магнитные параметры нелинеи

ной безгистерезисной среды, неявная магнитная характеристика которой '

представлена уравнением (1).
При м е р 1. Неявная магнитная характеристика изотропного нели-

вейного ферромагнетика описывается уравнениями [1]

Н,хВ, - B'xHf = о,

НтуВ, - BfyHf = О,

HfzBf - BfzHf = О,

Hf-Нf(Вf ) =0,
2 о, -з 2

В, -Brx-Bry-Bfz = о,

четвертое из которых. отражает характеристику одномерного намагничива

ния, причем под символом Н, (В,) подразумевается аналитическая аппро

ксимация этой характеристики. Здесь вспомогательные переменные Н, и В1
можно было бы исключить и, следовательно, сократить число уравнений до

трех, но, как легко убедиться , это нецелесообразно, так как упрощенные та

ким способом уравнения окажутся на самом деле сложнее, а это существенно

- отразится на, объеме программы и числе арифметических операций при вы-

числении магнитных параметров. .
Полагая

•
(7)

получаем

(8)
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и в соответствии с уравнениями (5) непосредственно находим

Vfxx v fxy V!J/2

------
Vfyx Vf yy Vjy2

------
vf2x »ь, Vtzz

------
гн, дН, дН,

дВ,,, дВfу дВ,z
------
дВ, гв, дВ,

дВ,х дВ,у дВ,z
I

где

=-

в, -В,,, Н /"
----

В, -В,у Hfy
----

В, - B,z н;
----

-vfР

----
2В!

х

-Н,

-Н,

-Н,

-2В!х - 2Bfy -2B,z

(9)

аНп . .
'Vfjk = -ав (J, k = х, у, z),

. f k

dH,
'V'Р = --CТiJf .

dF
В матрице ~ верхний блок - это внешние магнитные параметры (тен

dB,

зор дифференциальных удельных магнитных сопротивлений), а нижний 
внутренние.

При м е р 2. Неявная магнитная характеристика сплошной среды,

эквивалентной слоистой среде, состоящей из листов ферромагнетика толщи

ной Ь,. разделенных немагнитными прослойками толщиной Ьо , при условии,

что ось Ох прямоугольной системы координат перпендикулярна плоскости .
листов, описывается уравнениями [1]

(10)

В
2

в: в
2

в2 Оr - 'х - [у - jz = ,

Bz-Brx = О,
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А Ьо
ГАе 1"0 = Ьо +О!

стоты. Полагая

Е!у -- !Jof.LoHy - ~jB[y = О,

Вг - ~of.LoHz - ~[Bf2 = О,

l[ . 1
~! = Ь + ь ; f.Lo = - - магнитная проницаемость пу-

о [ Vo

получаем

(11)

Р1 = союп (н; Ну, Нг • н; В[, в.; в.; Bf%). (12).

R соответствии с выражениями (5) непосредственно находим

Ухх

I
Уху vxz I

,
Уух Ууу Ууг

Vzx УгУ Угг

дН, дН, дН,

дВх дВу дВг

гэ, ев, дВ,

дВх дВу дВ%

дВfх дВ[х дВ[х

ав;- дВу ~

aBfy aBfy aB fy
дВх ав;- --спз;-

- - -
»; дВ,г - дВ[г

дВх ав;- ----ав;-

=-

1
Нх -

J- ~oyoBx
- --- --- ---

Bf -Bfy Ну -Н/

- - - - - - -

В, -В/г Н, -Hf

- - - - ---

I - vfJJ

- - -- - - -

2В , -2В,х - 2B fy -2В/%

-

, J

-~o/A-o - Bf

-Во/А-о -,-В!

-1

х
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х

-~o'llo

.--

I
I

I

I

I

I
iI

I I

(13)

Полезно оценить относительную эффективность формул для магнитных

. д'параметров в рассмотренных примерах. В первом примере матрица дF
f

'

треугольна, поэтому ее обращение и последующее умножение на матрицу

дL приводит к весьма простым формулам для элементов матрицы магнит
дН . .
ных параметров (эти формулы иным путем получены в работах [1, 2.]). Зна

чит, выполнение операций в правой части (9) в буквенном виде здесь целе-

дТ '
сообразно. Во втором примере м.а:грица дF

1
уже не является треуголь-

ной, поэтому результат выполнения алгебраических операций в матрице

(3) оказывается весьма громоздким (см., например, формулы для тензора

f.I, в работе [1], выведенные иным путем), т. е . здесь предпочтительно ограни

читься при вычислении магнитных параметров непосредственно формулой
(13) и все операции выполнять в численном виде, причем следует восполь-

д{
зоваться тем обстоятельством, ' что матрица ---=- содержит треугольный

. дF1
блок размерности 6 х 6. Вместе с тем сравнение трудоемкости вывода на

основе матрицы (13) формул магнитных параметров, приведеиных в работе

[1], по сравнению с выводом, описанным в той же работе, указывает на пре-

имущества изложенного здесь метода . .
Легко убедиться, что в более ' сложных случаях, например для сплош

ной среды, эквивалентной слоистой, при произвольной ориентации осей

координат по отношению к плоскости листов для трехкомпонентнь~ сплош-:

ных сред аналитический путь определения магнитных параметров являет

ся практически неприемлемым из-за его громоздкости, и тогда преимущест

ва предложенного численного метода приобретают принципиальное зна

чение .
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