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ФУНДАМЕНТАЛЬНІ РОЗВ’ЯЗКИ ДЛЯ КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОГО ПРУЖНОГО ПРОСТОРУ 
 

Проблема побудови фундаментальних розв’язків для кусково-однорідного 
трансверсально-ізотропного простору зведена до матричної задачі Рімана в 
просторі узагальнених функцій повільного зростання, для якої запропоновано 
метод розв’язування. В результаті отримано в явному вигляді вирази для 
компонент вектора фундаментального розв’язку, а також прості подання 
для компонент тензора напружень і вектора переміщень у площині з’єднан-
ня трансверсально-ізотропних пружних півпросторів, які знаходяться під 
дією зосереджених нормальних і дотичних сил. Досліджено поля напружень і 
переміщень у площині з’єднання півпросторів. Зокрема, для деяких комбіна-
цій матеріалів наведено числові значення коефіцієнтів впливу зосереджених 
сил на напруження і переміщення. Встановлено також умови, при яких від-
сутні нормальні переміщення в площині з’єднання трансверсально-ізотроп-
них пружних півпросторів.  

Ключові слова: фундаментальні розв’язки, матрична задача Рімана, трансвер-
сально-ізотропний неоднорідний простір, узагальнені функції. 

 
Дослідження концентрації напружень в околі міжфазних і внутрішніх 

дефектів типу тріщин або включень у термопружних полях має важливе 
практичне значення. Для різних середовищ цій проблемі присвячено чима-
ло робіт. Зокрема, в [3–7] розглянуто задачі стаціонарної термопружності 
для тіл з теплопроникним дисковим включенням, між поверхнями якого іс-
нує неідеальний тепловий контакт, а також задачі з тонким теплоактивним 
дисковим включенням. Задачі зведено до гіперсингулярних інтегральних 
рівнянь першого та другого роду, для яких отримано точні розв’язки.  

У роботах [2, 9–12, 15, 18] неосесиметричні задачі пружності і термо-
пружності про міжфазні концентратори напружень типу тріщин або жорст-
ких включень у кусково-однорідних трансверсально-ізотропних просторах 
за допомогою методу сингулярних інтегральних співвідношень (СІС) [29] 
зведено до систем двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) і 
запропоновано метод їх розв’язування. Аналогічний підхід застосовано в 
роботах [8, 13, 14, 20–22] до розв’язання задач про міжфазні і внутрішні 
дефекти в кусково-однорідних анізотропних середовищах. 

При математичній постановці і розв’язанні таких задач про дефекти 
необхідно задати граничні умови на самому дефекті такі, як напруження на 
берегах тріщини або переміщення на включенні. Оскільки при фізичній 
постановці задач про визначення полів напружень і переміщень в околі 
концентраторів напружень відомі напруження або переміщення на границі 
області, в деяких внутрішніх точках або на нескінченності (для необмеже-
них тіл), то визначення граничних умов на дефекті є окремою проблемою.  

У рамках лінійної теорії пружності для розв’язання цієї проблеми по-
трібно знати розподіл поля напружень і переміщень у відповідних кусково-
однорідних тілах без дефектів за наявності об’ємних сил. 

Зокрема, для кусково-однорідного ізотропного і трансверсально-ізо-
тропного просторів такі розв’язки наведено відповідно в роботах [33] і [32], 
однак у праці [32] розв’язки мають достатньо громіздку структуру. Функції 
Ґріна для кусково-однорідних трансверсально-ізотропних просторів за на-
явності зосередженого теплового джерела і за відсутності термодифузії по-
будовано у [24], а за наявності термодифузії – у [30]. У роботах [23, 31] по-
будовано функції Ґріна для шаруватого термопружного середовища. 
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Ефективним методом розв’язання вказаної проблеми є метод фунда-

ментальних розв’язків у просторі 3( )′ℑ ¡  узагальнених функцій повільного 
зростання. Зокрема, в роботах [16, 17] задачу побудови фундаментальних 
розв’язків для кусково-однорідних двовимірних анізотропних середовищ 

зведено до матричної задачі Рімана за частиною змінних у просторі 3( )′ℑ ¡  
і запропоновано підхід до її розв’язання. У цій роботі вказаний підхід уза-
гальнено для побудови в явному аналітичному вигляді фундаментальних 
розв’язків для кусково-однорідного трансверсально-ізотропного простору, 
що дозволило дослідити вплив об’ємних навантажень на напруження і пе-
реміщення у площині з’єднання матеріалів. 
 1. Постановка задачі. Нехай в неоднорідному просторі, складеному із 
двох різних трансверсально-ізотопних півпросторів, повністю зчеплених у 
площині 0z = , діють об’ємні сили 1 2 3( , , ) ( , , ),x y z P P P=P  зосереджені в де-

яких областях розмірності n , 0,1,2,3n = . Пружно-деформований стан про-
стору описується вектором 

 1, ,9( , , ) , , , , , , , ,k k x y z yz xz xyv x y z u v w== = σ σ σ τ τ τv …{ } { } . (1) 

Виходячи із рівнянь рівноваги і узагальненого закону Гука відносно 
компонент вектора v , у просторі узагальнених функцій повільного зростан-

ня 3( )′ℑ ¡  запишемо таку крайову задачу: 

 3
1 2 3[ , , , ] ,       , ( )z ′∂ ∂ ∂ = ∈ ℑD v F v F ¡ . (2) 

 ( , , 0) ( , , 0),      1, ,9,      1,2,6k kv x y v x y k k+ = − = ≠… , (3) 

 
( , , )

( , , ) 0,     1, ,9k x y z
v x y x k→∞ = = … . (4) 

Тут введено позначення 
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, 3 z
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∂

; ( ) ( )kj kj kjs z s z s+ −= θ + θ − ; Ω  – область зосереджен-

ня об’ємних сил; ( )δ Ω  – характеристична функція області Ω  із 3( )′ℑ ¡ ; kjs±  

– коефіцієнти узагальненого закону Гука відповідно для верхнього 0z >  і 
нижнього 0z <  півпросторів; 3 3×O  – нульова матриця розмірності 3 3× .  

2. Побудова фундаментального розв’язку. Компоненти вектора v  (1) 
подамо так: 

 
3

1

( , , )k kj j
j

v x y z w F
=

= ∗∑ , (5) 

де функції 3( , , ) ( )kjw x y z ′∈ ℑ ¡  – компоненти системи фундаментальних 

розв’язків 1, ,9j kj kw ==w …{ } , 1,2,3j = , задачі (2)–(4), тобто jw  є розв’язка-

ми системи крайових задач 
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 0 0 3
1 2 3[ , , , ] , , ( )j jz ′∂ ∂ ∂ = ∈ ℑD w f w f ¡ , (6) 

 ( , , 0) ( , , 0),     1, ,9,    1,2,6kj kjw x y w x y k k+ = − = ≠… , (7) 

 ( , , )( , , ) 0,         1, ,9kj x y zw x y x k→∞ = = … , (8) 

де 0 9
0 0 0 1( , , )kj kx x y y z z == δ δ − − −f { } , kjδ  – символ Кронекера. 

Компоненти векторів jw  подамо у вигляді 

 ( ) ( )
kj kjkj kj kjw z w z w w w+ −= θ + θ − = + , 

де 3( )kjw±
±

′∈ ℑ ¡ , 3 2
± ±= ×¡ ¡ ¡ , і застосуємо до матричного рівняння (6) 

оператор тривимірного перетворення Фур’є 3F  із 3( )′ℑ ¡ . Тоді, враховуючи 
рівності (7), умови (8) і результати робіт [7, 13, 14. 16, 17, 19–22], відносно 

3
1 2 3 3( , , ) [ ] ( )kj kjW F w± ± ′α α α = ∈ ℑ ¡  отримаємо таке матричне рівняння: 

 0 0 3,       , ( ),     1,2,3j j j j j j+ + − − ± ′= + ∈ ℑ =M W M W F W F ¡ . (9) 

Тут позначено  

 9 0 9
1 1 2 3 0 1,     [ 0, , , ],    j kj k j kj kW i i i e± ± ±

= == = ± − α − α − α = δW M D F{ } { } , 

де 0 1 0 2 0 3 0exp ( )e i x i y i z= α + α + α . 

Функції 3( )kjw±
±

′∈ ℑ ¡  допускають аналітичне подання [7, 13, 14, 16] за 

змінною 3α , тому матричне рівняння (9) є крайовою умовою матричної 

задачі Рімана за змінною 3α . 
Враховуючи властивості узагальнених функцій і застосовуючи методи–

ку робіт [7, 13, 14. 16, 17, 19–22], крайові умови (9) запишемо так: 

 3,       , ( ),      1,2,3j j j j j± ± ± ±
±

′= ∈ ℑ =M W F W F ¡ , (10) 

де 

 1, ,9 0 0
1,       ( )
2j kj k kj kj kf f z e± ± ±

== = θ ± δ χF … ∓{ } , 

 2
1, ,9 ( ),      0,       4,5,9k k k k=

′= χ ∈ ℑ χ = =… ¡{ } , 

1 2( , )kχ α α  – невідомі функції із 2( )′ℑ ¡ , для визначення яких використаємо 

перетворені за Фур’є умови (7). 
Подамо розшукувані функції у вигляді 

 7 2 1 1 2 8 1 1 2 2( ) ( ) ,     ( ) ( )j j j j j jW i i W i i± ± ± ± ± ±= − − α Ψ − − α Ψ = − α Ψ − − α Ψ , (11) 

 5 2 1 1 2 4 1 1 2 2( ) ( ) ,       ( ) ( )j j j j j jW i T i T W i T i T± ± ± ± ± ±= − − α − − α = − α − − α , (12) 

де kj
±Ψ , kjT± , 1,2k = , – нові невідомі функції. Тоді матричне рівняння (10) 

допускає розбиття на два незалежні рівняння 

 1 2,         j j j j
± ± ± ±

± ±= =L U F G V F . (13) 

Тут введено позначення 

 1,2 1 1 1,4 3 2 2 9, ,   , , ,j kj k j j j kj k j j j jU T V W T W± ± ± ± ± ± ± ± ± ±
= == = Ψ = = ΨU V{ } { } { } { } , 

 1 2 1 1 2 2 7 1 8( ) ( ) , ( ) ( )j j j j ji f i f i f i f± ± ± ± ±= − α − − α − α − − αF { } , 
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 2 3 1 1 2 2 2 8 1 7 6, ( ) ( ) , ( ) ( ) ,j j j j j j jf i f i f i f i f f± ± ± ± ± ± ±= − α + − α − α + − αF { } , 

 2
, 1, ,4 11 44 3 12,       ( ),      kj k jg g g i g r± ± ± ±

± == = = − α =G …{ } , 

 2
22 33 3( ) ,     0,   1,2,   3, 4kj jkg g i r g g k j± ± ± ±= = − α = = = = , 
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, 1,2 11 3 22 3,     ( ) ,     ( )kj k j i r i r± ± − ±

± == = − α = − αL { }l l l , 

 
2

4 2 2 2
21 21 66 1 2

44

,     ,   r c r r
c

± ±
±= − = − = α + αl l . 

Безпосередньо із рівнянь (13) отримаємо 1
1j j

± − ±
±=U L F , 1

2j j
± − ±

±=V G F , де 

1 ,
, 1,2kj k j

− ∗ ±
± ==L { }l , 1 ,

, 1, ,4kj i jg− ∗ ±
± ==G …{ }  Далі, скориставшись поданнями (11), 

(12) після застосування оберненого перетворення Фур’є, компоненти векто-

рів 
1

1,2 3 [ ]j kj k ju F± ± − ±
== =u U{ } , 1

1, ,4 3 [ ]j kj k jv F± ± − ±
== =v V…{ } , 1,2j = , подамо так: 
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Тут введено такі позначення: 
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β = α β = α ξ = θ ξ + θ − ξ∑ ∑l l l l , 

 2 2
11 44 34 13 13 13 44 34 33 44( ) ( ) ( ),    n n n ng g c c c c c c c c± ±ξ = ξ = ξ − ξ + − − =% % ∓ , 

 2
13 11 33 12 33 13 44,    ( ) ( ) ,   ( ) ( )n n n n nc c c z z g c c c+ − ±= ξ = θ ξ + θ − ξ ξ = − ξ +% , 

 2 2 2 2
34 33 13 44 41 44 11 42 13 44( ) ( ) ,   ( ) ,   ( ) ( )n n n n n ng c c c g c c g c c± ± ±ξ = ξ + ξ = ξ − ξ = + ξ% % % ∓ , 
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 2 2 2 2
31 13 44 32 33 44 23 13 13 44( ) ( ) ,   ( ) ,   ( ) ( )n n n n n ng c c g c c g c c c± ± ±ξ = ± + ξ ξ = ξ − ξ = − ξ% % % , 

 2 2 2
14 13 13 44 22 33 33 13 44( ) ( ) ,      ( ) ( ) ( )n n n n ng c c c g g c c c± ± ±ξ = − − ξ = ξ = ± ξ + ξ% % % , 

 2
, 2 13 13 44( ) ( 1) ( )k

k k n ng c c c±
+ ξ = − − ξ% ∓ , 

 1 2
2 ,2 1 13 11 44( ) ( 1) ( ) ,  1,2,    ( ) ( )k
k k n n kj kj kjg c c c k c z c z c± − + −

− ξ = − ξ + = = θ + θ −% , 

 4 2
33 44 13 13 44 11 33 11 44( ) [ ( 2 ) ]( ) 0,    1,2k kc c c c c c c c c k± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±ξ + + − ξ + = = . 

3. Поля напружень і переміщень у площині з’єднання півпросторів. 
Поклавши в фундаментальних розв’язках 0z = , отримаємо розподіл нор-
мальних і дотичних напружень та переміщень у площині з’єднання півпро-
сторів, коли в довільній точці 0 0 0 0( , , )М x y z=  діє зосереджена сила 

1 2 3( , , )P P P=P , ( 0)kP ≥ . Зокрема, коли сила P  діє тільки в напрямку осі 

X : 1( ,0,0)P=P  або Y : 2(0, ,0)P=P , будемо мати ( 1, 2)j = : 
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У випадку дії сили P  тільки в напрямку осі Z : 3(0,0, )P=P , запишемо 
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2

3, 0
3 2 2 2 2

1 0 0 0 0 0

( )

( ) ( )

n

n n n n

A y y
v P

r z z r z=

−
=

+ ξ ξ + + ξ
∑

( )
, 

 
2

4,
3 2 2

1 0 0( )

n

n n

A
w P

r z=

= −
+ ξ

∑ , (14) 

де  

 0 1 0 1 , 0 , 0 ,( ) ( ) ,    ( ) ( ) ,   1, 2p p p p n p n p nS z S z S A z A z A p+ − + −= θ + θ − = θ + θ − = , 

 , 0 , 0 , 1, 1,( ) ( ) ,    ,   p n p n p n n n n n nB z B z B A R A+ − + + + + − +−= θ + θ − = − + β = − β
) ()

, 

 
2 2 2

,
, , , , , ,

1 1 1

,    ,    p
n m n n m n p k n k m n

m m m

±± ± ± ± ± ± ± ±±

= = =

β = β β = β β = β∑ ∑ ∑∓ ∓) ) ( (
, 

 
2

,
  , , , ,1, 1, , , 1, ,, ,

1

,  ,  ,   2, 3, 4p
p k n k n k n k n k n k nk m n

m

A R A k± ± + − ++ − + −

=

β = β = − + β = − β =∑∓ ∓ , 

 , ,2, 2, , , 2, ,,    ,    1, , 4k n k n k n k n k nB R B k+ + + + − +−= − + β = − β = … . 

У табл. 1, табл. 2 наведено значення коефіцієнтів впливу ,p nA±  із подань 

(14) для деяких комбінацій трансверсально-ізотропних матеріалів [1]. Зокре-
ма, для кераміки А (ВаТіО3) – матеріал m1; кераміки В (ВаТіО3+5%СаTiO3) 
– матеріал m2; ітрію – матеріал m3; магнію – матеріал m4; берилу – мате-
ріал m5; кобальту – матеріал m6; берилію – матеріал m7; цинку – мате-
ріал m8.  

Таблиця 1. Значення коефіцієнта , , 1,2.p nA n+ =  

Комбінації 
матеріалів 1,nA+  2,nA+  11

3, 10nA+ −⋅  11
4, 10nA+ −⋅  

m1 – m2 0.365 | –0.72 –0.470 | 0.566 –0.543 | 0.541 0.354 | –0.842 
m3 – m2 0.061 | –0.182 –0.094 | 0.121 –0.113 | 0.103 0.053 | –0.222 
m5 – m2 –0.456± i0.488 0.142∓ i0.657 0.025∓ i0.765 –0.621± i0.462 
m3 – m4 0.095 | –0.26 –0.132 | 0.191 –0.413 | 0.4574 0.233 | –0.799 
m6 – m5 0.524 | –2.43 –0.864 | 1.65 –0.914 | 1.09 0.368 | –2.787 
m1 – m8 0.561 | –1.062 –0.900 | 1.117 –1.223 | 1.267 0.990 | –2.278 
m3 – m8 0.103 | –0.288 –0.184 | 0.252 –0.258 | 0.252 0.169 | –0.654 
m6 – m2 0.490 | –2.345 –0.800 | 1.487 –0.970 | 1.24 0.408 | –2.887 
m8 – m4  –0.105± i0.121 0.028∓ i0.147 0.0267∓ i0.448 –0.373± i0.302 

Таблиця 2. Значення коефіцієнта , , 1,2.p nA n− =  

Комбінації 
матеріалів 1,nA−  2,nA−  11

3, 10nA− −⋅  11
4, 10nA− −⋅  

m1 – m2 0.195∓ i0.875 0.0549∓ i0.9 –0.001± i1.01 –0.281± i0.977 

m3 – m2 0.142∓ i0.694 0.0564∓ i0.71 –0.02∓ i1.362 –0.36± i1.321 

m5 – m2 0.406∓ i1.831 0.122∓ i1.952 0.022± i1.768 –0.535± i1.774 
m3 – m4 –0.062 | 0.178 –0.09 | 0.123 0.201 | –1.77 0.09 | –0.398 
m6 – m5 0.6∓ i0.586  0.135∓ i0.811 0.03± i0.515 –0.414± i0.248 

m1 – m8 0.156∓ i0.156 0.038∓ i0.227 0.007± i0.282 –0.227± i0.147 

m3 – m8 0.123∓ i0.139 0.044∓ i0.178 –0.004± i0.38 –0.318± i0.287 

m6 – m2 0.525∓ i2.2 0.101∓ i2.2 0.0394± i1.258 –0.366± i1.127 
m8 – m4  –0.057 | 0.173 –0.105 | 0.137 0.148 | –0.126 0.0923 | –0.0402 
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Якщо сила P  розміщена на осі Z : 3(0,0, )P=P , то подання (14) запи-
шемо так: 

 10 20 20
3 3 32 3 3

0 0 0

,    ,    z xz yz

A A x A y
P P P

z z z
σ = − τ = τ = , (15) 

 
0

30 403
3 3 32 2
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,     ,     
A x AA y

u P v P w P
zz z

= = = − , (16) 

де  

 
2 2 2

, 3, 4,
0 30 403 2

1 1 1

,   1,2,    ,    
2

k n n n
k

nn n nn n

A A A
A k A A

= = =
= = = =

ξξ ξ
∑ ∑ ∑ . 

Нехай уздовж осі Z  в різних півпросторах діють дві протилежно на-

правлені зосереджені сили 3(0,0, )P± ±= ±P  відповідно в точках 0(0, 0, )M z± ± . 

Тоді нормальні переміщення при 0z =  подамо так:  

 3 40 3 40
0 0

1 1w P A P A
z z

+ + − −
+ −

= − + . 

Звідси визначаємо умову, коли нормальні переміщення w  у площині з’єд-
нання півпросторів дорівнюють нулеві: 

 0 403
0 0

3 0 40

,         
z AP

P z A

− −+

− + += =æ æ . (17) 

У табл. 3 наведено значення коефіцієнта 0æ  для деяких комбінацій 

матеріалів.  
Таблиця 3. Значення коефіцієнта 0æ . 

Комбінації 
матеріалів m1 – m2 m5 – m2 m8 – m4 m3 – m8 m3 – m4 

0æ  0.9159 0.90887 1.4720 1.246 1.81397 

Висновки. У роботі отримано в простому явному вигляді фундамен-
тальні розв’язки для трансверсально-ізотопного кусково-однорідного про-
стору, які дозволяють визначати умови на міжфазних дефектах за наяв-
ності об’ємного навантаження. Навантаження може бути як по об’єму, так і 
по поверхнях міри нуль у тривимірному просторі. Зокрема, отримано прості 
залежності напружень і переміщень у площині з’єднання півпросторів від 
значень зосереджених сил, що діють у довільних точках простору. Встанов-
лено, що, на відміну від ізотропного кусково-однорідного простору, при си-
метричному нормальному навантаженні в площині з’єднання півпросторів 
появляється деформація. Встановлено умови (17), при виконанні яких де-
формація у площині з’єднання півпросторів відсутня.  

Отримані результати мають як самостійне значення, так і дозволяють 
уточнювати формулювання задач про міжфазні дефекти. 
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ФУНДАМЕНТАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОГО 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО УПРУГОГО ПРОСТРАНСТВА 
 
Проблема построения фундаментальных решений для кусочно-однородной транс-
версально-изотропного пространства сведена к матричной задачи Римана в про-
странстве обобщенных функций медленного роста, для которой предложен ме-
тод решения. В результате получены в явном виде выражения для компонент 
вектора фундаментального решения, а также простые представления для ком-
понент тензора напряжений и вектора перемещений в плоскости соединения 
трансверсально-изотропных упругих полупространств, которые находятся под 
действием сосредоточенных нормальных и касательных сил. Исследованы поля 
напряжений и перемещений в плоскости соединения полупространств. В част-
ности, для некоторых комбинаций материалов приведены числовые значения ко-
эффициентов влияния сосредоточенных сил на напряжения и перемещения. 
Установлены также условия, при которых отсутствуют нормальные переме-
щения в плоскости соединения трансверсально-изотропных упругих полупрос-
транств. 

Ключевые слова: фундаментальные решения, матричная задача Римана, транс-
версально-изотропное неоднородное пространство, обобщенные функции. 

 
FUNDAMENTAL SOLUTIONS FOR A PIECE-HOMOGENEOUS 
TRANSVERSELY ISOTROPIC ELASTIC SPACE 
 
The problem of constructing fundamental solutions for piecewise-homogeneous 
transversely isotropic space is reduced to a matrix Riemann problem in the space of 
generalized functions of slow growth, for which proposed method for solving. As a 
result, explicit expressions for the components of the fundamental solution vector are 
obtained, as well as simple representations for the components of the stress tensor and 
the displacement vector in the interface of transversely isotropic elastic half-spaces, 
which are under the action of concentrated normal and tangential forces. The fields of 
stresses and displacements in the i of the half-spaces compound are investigated. In 
particular, for some combinations of materials, numerical values of the coefficients of 
the influence of concentrated forces on stresses and displacements are given.. Also, the 
conditions are established under which there are no normal displacements in the plane 
of connection of transversely isotropic elastic half-spaces. 

Key words: fundamental solutions, matrix Riemann problem, transversely isotropic 
inhomogeneous space, generalized functions. 
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