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ДОСЛІДЖЕННЯ ТЕРМОНАПРУЖЕНОГО СТАНУ ПІВПРОСТОРУ 
З БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИТТЯМ ЗА ЦИКЛІЧНОГО КОНВЕКТИВНОГО 
ТЕПЛООБМІНУ ІЗ ЗОВНІШНІМ СЕРЕДОВИЩЕМ 
 

З використанням отриманого замкненого аналітичного розв’язку задачі тер-
мопружності для півпростору з багатошаровим покриттям при циклічній 
кусково-однорідній зміні температури зовнішнього середовища досліджено 
вплив умов термоциклічного навантаження на термонапружений стан та-
кої системи.  

Ключові слова: теплопровідність, термопружність, півпростір, багатошарове 
покриття, узагальнені граничні умови, термоциклювання. 

 
Вступ. Термоциклічна обробка (ТЦО) є одним із сучасних та широко 

використовуваних термічних методів зміцнення, в якому застосовується 
багаторазова циклічна зміна температури зовнішнього середовища за від-
сутності витримки при максимальних температурах нагрівання [7]. Форму-
вання властивостей і структури однорідних матеріалів, сплавів, багатоша-
рових структур, деталей обладнання з одно- чи багатошаровими покриття-
ми при ТЦО визначається вибраними режимами. Дослідження впливу окре-
мих параметрів ТЦО дає необхідну інформацію для подальшої оптимізації 
процесу в цілому. Термічні напруження, що виникають в цих елементах 
конструкцій, залежать від таких параметрів як швидкість нагрівання і охо-
лодження, максимальна і мінімальна температура в періодах циклів, кіль-
кість та тривалість циклів, інтенсивність конвективного теплообміну з робо-
чим середовищем [9]. 

Аналітичному розв’язанню задач про термонапружений стан однорід-
них тіл та багатошарових структур за термоциклічного навантаження при-
свячено роботи [1, 2, 8, 16, 18–20, 22, 25–28, 30, 31]. Результати числового 
дослідження термонапруженого стану таких об’єктів при термоциклюванні 
наведено в роботах [4–6, 17, 21, 23, 24, 29, 34–36]. Слід зауважити, що не всі 
підходи, які використано у вищезгаданих працях, є цілком придатними для 
дослідження термонапруженого стану тіл з тонкими багатошаровими по-
криттями. 

Однією з ефективних методик, що дозволяє суттєво спростити отри-
мання розв’язку нестаціонарних задач термопружності для тіл з такими 
багатошаровими покриттями відомими аналітичними методами, є засто-
сування підходу з використанням узагальнених граничних умов [12, 13, 32, 
33]. 

Так, за сталої в часі температури зовнішнього середовища в [11] роз-
в’язано задачу термопружності для півпростору з багатошаровим покрит-
тям за конвективного, а в [15] – за променево-конвективного теплообміну з 
робочим середовищем. 

За циклічного конвективного теплообміну, коли температура зовніш-
нього середовища є кусково-однорідною функцією часу, в [14] отримано 
аналітичний розв’язок нестаціонарної задачі теплопровідності для півпро-
стору з багатошаровим покриттям. На його основі у пропонованій роботі 
розв’язано відповідну задачу термопружності і проведено розрахунок та 
аналіз впливу зміни параметрів конвективного термоциклічного наванта-
ження на температурні напруження, що виникають у системі півпростір – 
багатошарове покриття. 

1. Формулювання та розв’язок задачі теплопровідності. Теоретична 
оцінка рівня термонапруженого стану півпростору з багатошаровим покрит-
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тям на першому етапі передбачає визначення розподілу температури в та-
кій системі. 

З цією метою розглянемо процес конвективного багатоциклового тепло-
обміну півпростору із зовнішнім середовищем через n -шарове тонке по-

криття товщини 
1

n

i
i=

δ = δ∑ , де iδ  – товщина i -го шару покриття. Декартові 

координати ( , , )x y z  вибрано таким чином, що площина 0z =  розміщена на 
контактній поверхні покриття з основою, а додатний відлік осі z  скеровано 
вглиб системи. Процес термоциклювання розділено на K  циклів, кожен з 
яких складається з двох періодів (нагрівання та охолодження) [3]. Трива-
лість k -го циклу становить 1k k−τ − τ , а 1k k− ↔τ  1 1( )k k k k− − ↔τ < τ < τ  – мо-

мент миттєвого перемикання періодів у межах одного циклу [3]. У момент 
часу 0 0τ =  початковий розподіл температури вздовж координати z  вва-

жаємо відомим і постійним. 
Одновимірна нестаціонарна крайова задача теплопровідності форму-

люється таким чином:  
– рівняння теплопровідності 
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– початкова умова 

 0 ( ,0) const,jt z t= =  (2) 

– гранична умова конвективного теплообміну між покриттям і середо-
вищем 
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– умови ідеального теплового контакту на поверхнях поділу шарів по-
криття та покриття з основою 

 1
1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ),      i i

i i i i

t z t z
t z t z

z z
−

− −
∂ τ ∂ τ

τ = τ λ = λ
∂ ∂

 

 при 
1

1
1

,       2, ,
i

i m
m

z z i n
−

−
=

= = − δ ∈∑ …{ } , 

 1
1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ),    

t z t z
t z t z

z z
∂ τ ∂ τ

τ = τ λ = λ
∂ ∂

I
I I  при 0 0z z= = , (4) 

– умова на безмежності 

 0( , )t z tτ →I  при z → ∞ . (5) 

У формулах (1)–(5) уведено такі позначення: t , /a = λ ω , λ , ω , τ  – 
температура, температуропровідність, теплопровідність, теплоємність, час; 
µ  – коефіцієнт теплообміну між поверхнею покриття і зовнішнім середови-

щем. Індексами i , I  та II  позначено величини, що стосуються відповідно 
i -го шару покриття, півпростору та зовнішнього середовища. 

У граничній умові (3) температура середовища ( )t τII  задається куско-
во-однорідною функцією часу: 

 ( ) ( ) ( ),1 ,2 ,1
1 1

1

( )
K

k k k
k k k

k

t t S t t S− − ↔
=

τ = τ − τ + − τ − τ ×∑II II II II( ) ( ) ( )[ ]  

 1k kS S−× τ − τ − τ − τ( ) ( )[ ], (6) 
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де ( ),1ktII , ( ),2ktII  – температури зовнішнього середовища в першому і другому 

періодах k -го циклу, 
1, 0,

( )
0, 0,

S
ζ ≥

ζ = 
ζ <

 – одинична функція Гевісайда. 

Для розв’язування задачі теплопровідності (1)–(5) використано підхід, 
який ґрунтується на моделюванні впливу покриття на теплоперенесення у 
системі узагальненою граничною умовою [13, 32, 33], яка у розглядуваному 
випадку має вигляд [14] 

 0
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де 
1

n

i i
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Ω = ω δ∑ , 
1

1
n

i

ii
H =

δ
=

λ∑  – зведені теплоємність і термоопір покриття. 

Температура в шарах покриття визначається за формулами відновлення 
[10, 13, 32, 33]. 

Аналітичний розв’язок задачі теплопровідності для півпростору з бага-
тошаровим покриттям має вигляд [14]: 

1°. Для 0Ω ≠  при 1 Bi 2 Bi 0+ ξ − η ≠   
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æ , Bi
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/
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−
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 – відносний ефективний 

термоопір покриття, 
z∗

Ωη =
ωI

 – відносна ефективна теплоємність покриття, 

z∗  – масштабний параметр. 

2. Розв’язок задачі термопружності. Дослідимо термонапружений стан 
системи, викликаний конвективним термоциклічним впливом зовнішнього 
середовища. 

За відсутності зовнішнього навантаження на поверхні покриття нерів-
номірний розподіл температури в системі зумовлює в ній виникнення тем-
пературних напружень, які визначаються за формулами [11, 15] 
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де jE  – модулі Юнґа; jβ  – коефіцієнти лінійного температурного розши-

рення; jν  – коефіцієнти Пуассона.  

Увівши безрозмірну температуру та безрозмірні напруження  
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остаточно отримаємо співвідношення для знаходження теплових напружень 
у системі 
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3. Числові результати та їх аналіз. Дослідження термонапруженого 
стану системи півпростір – багатошарове покриття за термоциклічного 
навантаження проводили за таких значень вхідних параметрів: температу-

ра нагрівання ( ,1) 1073kt =II К, температура охолодження ( ,2) 293kt =II К, 

, 2, ,k K∈ …{1 } ; початкова температура системи 0 293t = К; для рис. 1, 2, 5 – 

при 0.2ξ = , 0.2η = ; для рис. 2 – рис. 4 значення моменту перемикання 

періодів 0 1Fo 1.5↔ = ; для рис. 1 – Bi 4= , для рис. 3, рис. 5 –Bi 1= . 

  

Рис. 1. Вплив зміни моменту переми-
кання на безрозмірні напружен-
ня (0,Fo)σ = σI% %  

Рис. 2. Вплив інтенсивності конвектив-
ного теплообміну на безрозмір-
ні напруження (0,Fo)σ = σI% % . 

На рис. 1 показано зміну з часом безрозмірних стискальних напружень 

(0,Fo)σI%  у півпросторі на поверхні контакту з покриттям для значень мо-

ментів перемикання періодів 0 1Fo 1, 1.5, 2↔ =  у межах одного циклу трива-

лістю 1Fo 3= . Бачимо, що протягом першого періоду при збільшенні 0 1Fo ↔  

напруження за абсолютною величиною збільшуються. Зростання моменту 
перемикання спричиняє певну різницю в значеннях напружень у момент 
завершення циклу. Зміною моментів перемикання можна досягнути їх необ-
хідного рівня. 
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Рис. 2 ілюструє поведінку з часом напружень (0,Fo)σI%  в основі на по-
верхні її контакту з покриттям для різних значень критерію Bi . Протягом 
періоду нагрівання збільшення величини Bi  викликає зростання напру-
жень за абсолютною величиною на поверхні півпростору, а протягом періо-
ду охолодження – їх зменшення. Потрібний рівень таких напружень може 
бути теоретично прогнозований шляхом підбору рівня інтенсивності термо-
обробки. 

На рис. 3 наведено зміну з часом безрозмірних напружень (0,Fo)σI%  на 
поверхні півпростору за відсутності покриття ( 0ξ = , 0η = ) та у півпросторі 
на поверхні поділу з покриттям залежно від ефективних характеристик 
останнього. У періоді нагрівання такі напруження досягають найбільшого 
значення за абсолютною величиною на поверхні основи без покриття. 
Наявність покриття спричиняє зменшення напружень у півпросторі на 
поверхні контакту з покриттям. У момент завершення циклу 1Fo 3=  

безрозмірні стискальні напруження (0,Fo)σI%  стають майже однаковими. 

 

Рис. 3. Залежність напружень (0,Fo)σ = σI% %  від часу Fo  для різних значень 
ефективних характеристик покриття ξ  та η . 

  

 а) Fo 0.75=  б) Fo 2.25=  

Рис. 4. Розподіл напружень ( ,Fo)j zσ = σ% %  у системі основа – тришарове покриття 
для фіксованих моментів часу Fo . 

На рис. 4 показано розподіл напружень за просторовою координатою z  
в системі півпростір – тришарове покриття для моментів часу Fo 0.75=  
протягом періоду нагрівання та Fo 2.25=  – протягом періоду охолодження 
для різних значень Bi  за таких співвідношень геометричних та термомеха-
нічних параметрів шарів покриття:  

 1 2 3: : 3 : 1 : 1δ δ δ = , 1 2 3: : 3 : 10 : 2λ λ λ = ,  
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1 2 3: :ω ω ω = 3 : 6 : 1 , 1 1 2 2 3 3

1 2 3
: : 5 : 1 : 2

1 1 1
E E Eβ β β

=
− ν − ν − ν

, 

при 1/ 10λ λ =I , 1/ 1ω ω =I , 1 1

1
: 0.5

1 1
E Eβ β

=
− ν − ν
I I

I
, 0.01

z∗

δ = . В обох періодах 

циклу напруження у покритті мають розривний характер, зростають за 
абсолютним значенням протягом періоду нагрівання і спадають протягом 
періоду охолодження при збільшенні Bi . Величину стрибка на поверхнях 

контакту шарів покриття визначає співвідношення 1 1

1
:

1 1
i i i i

i i

E E − −

−

β β
− ν − ν

, i ∈ 

2, ,n∈ …{ } , а на поверхні поділу покриття і півпростору – 1 1

1
:

1 1
E Eβ β
− ν − ν

I I

I
.  

 

Рис. 5. Циклічна поведінка напружень (0,Fo)σ = σI% %  у півпросторі на поверхні 
поділу з покриттям. 

Рис. 5 ілюструє циклічну зміну з часом напружень в основі на поверхні 
поділу з покриттям за чотирициклової ( 4)K =  двоперіодичної термооброб-
ки системи для таких тривалостей циклів та моментів перемикання періо-
дів: 0Fo 0= , 0 1Fo 1.4↔ = , 1Fo 3= ; 1 2Fo 4.4↔ = , 2Fo 6= , 2 3Fo 7.4↔ = , 

3Fo 9= , 3 4Fo 11.4↔ = , 4Fo 15= . Отже, зміною кількості циклів та їх трива-

лості, моментів перемикання періодів у кожному з циклів, а також інтен-
сивності конвективного теплообміну можна досягнути необхідного рівня на-
пружень на поверхні контакту півпростору з покриттям. 

Висновки. У статті з використанням аналітичного розв’язку задачі 
теплопровідності отримано співвідношення для дослідження і розрахунку 
термонапруженого стану системи півпростір – багатошарове покриття при 
кусково-сталій зміні температури середовища. Проаналізовано вплив пара-
метрів термоциклічного навантаження (зміни тривалості циклу, моментів 
перемикання періодів у межах одного циклу, інтенсивності конвективного 
теплообміну із зовнішнім середовищем), співвідношення теплофізичних і 
фізико-механічних характеристик покриття та основи на поведінку стис-
кальних напружень на поверхні поділу півпростору з покриттям. Дослід-
жено розподіл таких напружень у півпросторі з тришаровим покриттям у 
деяких моментах часу. Також проілюстровано характер циклічної зміни з 
часом напружень на поверхні контакту півпростору з покриттям. Отже, 
зміна умов термоциклювання дозволяє досягати необхідного рівня термона-
пружень у системі, що є основою теоретичного підбору раціональних режи-
мів термоциклічної обробки виробів з багатошаровими покриттями. 
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THE INVESTIGATION OF THERMAL STRESS STATE OF A HALF-SPACE WITH A MULTILAYER 
COATING UNDER CYCLIC CONVECTIVE HEAT EXCHANGE WITH THE AMBIENT MEDIUM 
 
With the use of the obtained analytical solution of the thermoelasticity problem for a 
half-space with a multilayer coating under cyclic piecewise-uniform variation of the 
ambient temperature, the influence of thermocyclic loading on thermal stress state of 
such a system is investigated.  

Key words: heat conduction, thermoelasticity, half-space, multilayer coating, generali-
zed boundary conditions, thermal cycling. 
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