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УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕЛІНІЙНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ УРИСОНА 
ШЛЯХОМ ВВЕДЕННЯ ДОДАТКОВИХ ЧИСЛОВИХ ПАРАМЕТРІВ 
 

Розглянуто узагальнення нелінійного інтегрального рівняння типу Урисона, 
яке полягає у введенні в підінтегральний вираз двох дійсних числових пара-
метрів. Це дає змогу знайти в заданій області множину точок можливого 
розгалуження (біфуркації) розв’язків у вигляді спектральних ліній шляхом 
розв’язання нелінійної двопараметричної спектральної задачі. 

Ключові слова: узагальнене рівняння Урисона, нелінійна двопараметрична спек-
тральна задача, розгалуження розв’язків. 

 
Вступ. Нелінійні інтегральні рівняння виникають в багатьох задачах 

сучасної математики, фізики й техніки. Питанням розвитку теорії неліній-
них інтегральних рівнянь присвячено оглядові роботи [3, 4], зокрема, від-
мічається, що нелінійні інтегральні рівняння типу Урисона і Гаммерштейна 
досліджувались у працях О. М. Ляпунова, Е. Шмідта, Л. Ліхтенштейна, 
М. А. Красносельського, П. П. Забрейка, В. Я. Стеценка [8, 10–13, 21, 25] та 
багатьох інших авторів. Розроблено класичну теорію дослідження неліній-
них інтегральних рівнянь, у яких відповідний нелінійний оператор є ком-
пактним у функціональних просторах, що розглядаються. 

У зв’язку з розвитком сучасної математичної фізики зріс інтерес до 
дослідження нелінійних інтегральних рівнянь типу Урисона з некомпакт-
ними інтегральними операторами [22]. Поряд з теоретичними питаннями 
існування розв’язків та їхніми властивостями для деяких класів нелінійних 
інтегральних та інтегро-диференціальних рівнянь з аналітичними операто-
рами [23], залежними від числового або функціонального аргументу, інтен-
сивно розвивається теорія галуження розв’язків [1, 5]. Огляд основних ре-
зультатів і фундаментальна теорія галуження розв’язків різних типів нелі-
нійних рівнянь наведено в монографії М. М. Вайнберга, В. А. Треногіна [5]. 
Зокрема, в монографії подаються дослідження нелінійного інтегрального 
рівняння Урисона 

 ( ) , , ( ),
G

u x F x y u y dy≡ µ∫ ( ) , (1) 

залежного від одного дійсного числового параметра µ  у припущенні, що 

при деякому значенні 0µ  цього параметра рівняння (1) має неперервний 

розв’язок 0 ( )u x : 

 0 0 0( ) , , ( ),
G

u x F x y u y dy≡ µ∫ ( ) . (2) 

Розглядається задача про знаходження всіх неперервних розв’язків ( )u xµ  

рівняння (1) для значень µ , близьких до 0µ , які задовольняють умову 

 0max ( ) ( ) 0
x G

u x u xµ∈
− →  при 0µ → µ . 

Наводиться методика дослідження одновимірного і багатовимірного випад-
ків галуження. 

У цій роботі розглянемо узагальнення рівняння (1), яке полягає у вве-
денні в підінтегральний вираз двох дійсних числових параметрів, що нале-

жать до деякої випуклої обмеженої області простору 2R . Це дає можли-
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вість шляхом розв’язування нелінійної двопараметричної спектральної за-
дачі [15, 16] знайти множину точок можливого галуження (біфуркації) роз-
в’язків у вигляді спектральних ліній. 

Зауважимо, що частковим випадком рівняння Урисона є рівняння Гам-
мерштейна, у якому підінтегральний вираз визначається як добуток двох 
функцій 

 , , ( ), ( , , ) ( )F x y u y x y u yfµ µ= K( ) ( ) , 

що відповідають лінійному і нелінійному операторам. Введення двох 
дійсних спектральних параметрів 1c , 2c  у ядро лінійного оператора 

1 2( , , , )x y c cK  знайшло широке прикладне застосування таких рівнянь, 
зокрема, в теорії синтезу випромінюючих систем [18, 26] та теорії серед-
ньоквадратичної апроксимації фінітних функцій від двох змінних [19].  

1. Формулювання задачі, основні співвідношення. Нехай G  – обме-
жена замкнута множина скінченновимірного евклідового простору, I  та 1I , 

2I  – проміжки дійсної осі або випуклі області комплексної площини і 

1 2( , , ( ), , )F x y u y c c  – дійсна або комплекснозначна функція, задана на 

1 2G G I I I× × × × , неперервна за сукупністю своїх аргументів. 
Розглянемо узагальнене нелінійне інтегральне рівняння Урисона 

 1 2( ) , , ( ), ,
G

u x F x y u y c c dy≡ ∫ ( ) , (3) 

яке, на відміну від [5], залежить не від одного, а від двох дійсних числових 
параметрів 1 2 1 1 2 2, ,cc c c a c a∈ = ≤ ≤{ } , де 1a , 2a  – деякі дійсні кон-

станти. Аналогічно, як у [5], за допомогою теореми Арцела [9] можемо 
довести, що інтегральний оператор визначений у просторі C  і є цілком 
неперервним.  

Нехай при деяких значеннях (0)
1c , (0)

2c  рівняння (3) має неперервний 

розв’язок 0 ( )u x : 

 (0) (0)
0 0 1 2( ) , , ( ), ,

G

u x F x y u y c c dy≡ ∫ ( ) , (4) 

який надалі називатимемо первинним. Розглянемо задачу про знаходження 

такої множини значень параметрів (0) (0) (0)
1 2,c c=c ( )  і всіх відмінних від 

(0)
0 ( , )u x c  розв’язків 1 2( , , )cu x c c  рівняння (3), які при (0) 0− →c c  задо-

вольняють умову 

 (0) (0)
1 2 0 1 2max ( , , ) , , 0c

Q G
u x c c u x c c

∈
− →( ) . 

Ця умова означає, що необхідно знайти такі малі неперервні на G  роз-
в’язки 

 (0) (0)
1 2 1 2 0 1 2( , , ) ( , , ) , ,cw x c c u x c c u x c c= − ( ) , (5) 

які рівномірно збігаються до нуля при (0) (0)
1 2 1 2, ,c c c c→( ) ( ) . При цьому 

необхідно також враховувати напрямок прямування вектора c  до вектора 
(0) (0) (0)

1 2,c c=c ( ) . 
Покладемо 

 (0) (0)
1 1 2 2,c c c c= + µ = + ν , (6) 

а шукані розв’язки знаходитимемо у вигляді 
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 (0)
0( , ) ( , ) ( , , )cu x u x w x= + µ νc c . (7) 

Підставимо вирази (6), (7) у рівність (3) і приймемо, що підінтегральна 

функція в околі точки (0) (0)
0, ,u xc c( ( )) при 1w ≤ ρ , µµ ≤ ρ  і νν ≤ ρ  роз-

кладається у рівномірно збіжний степеневий ряд за функціональним аргу-
ментом w  і числовими параметрами µ , ν  та описується формулою  

 (0) (0)
0

0

, , ( ), , , ( )m p q
mnp

m p q

F x y u y A x y w y
+ + ≥

= µ ν∑c c( ) ( ) . (8) 

Одержану рівність (8) з урахуванням (4) підставимо в (3). В результаті 
отримаємо  

 (0)

1

( ) , , ( )p q m
mpq

m p q

u x A x y w y dy
+ + ≥

= µ ν∑ ∫ c( ) , 

оскільки (0) (0) (0)
000 1 2, , , , ,A x y F x y c c≡c( ) ( ) . 

Покладаючи (0) (0)
100 0, , , , ( ),A x y x y u y=c cK( ) ( ) – фредгольмове ядро, 

(0) (0)
010 010, , ,

G

a x A x y dy= ∫c c( ) ( ) , (0) (0)
001 001, , ,

G

a x A x y dy= ∫c c( ) ( ) , одержимо 

рівняння типу Ляпунова – Шмідта [5] 

 
1

(0) (0) (0)
010 001

1

( ) , , ( ) , ,x x y y dy a x a x
−

ω − ω = µ + ν +∫ c c cK( ) ( ) ( )  

 
1

2 1

( , ) ( )p q m
mpq

m p q

B x y w y dy
∞

+ + ≥ −

+ µ ν∑ ∫ . (9) 

Таким чином, сформульована задача зводиться до знаходження усіх 
малих неперервних розв’язків ( )yω  рівняння (9), які рівномірно збігаються 

до нуля (у метриці простору ( )C G ) при 0µ ↔  і 0ν ↔ . 
При подальшому вивченні розв’язків рівняння (9) ключову роль віді-

грає рівняння 

 1 2 0 1 2( ) ( , ) , ( ), , ( )
G

x T c c x u y c c y dyϕ = ϕ ≡ ϕ∫ K( ) , (10) 

яке отримуємо з лівої частини (9). Залежно від типу розв’язків цього рів-
няння розглядають два випадки [5]. У випадку, коли множина значень па-
раметрів 1 2, cc c ∈  , при яких одиниця не є власним значенням рівняння 
(10), то нелінійне рівняння (9) має єдиний розв’язок. В іншому випадку, ко-
ли одиниця є власним значенням рівняння (10), то відповідна множина зна-

чень параметрів (0) (0)
1 2, cc c ∈   є точками можливого галуження або біфурка-

ції розв’язків рівняння (9) і відповідно рівняння (3). 
Зазначимо, що рівняння (10) у загальному випадку є нелінійною двопа-

раметричною спектральною задачею [15, 16]. 
2. Нелінійна двопараметрична спектральна задача. Нелінійну двопа-

раметричну задачу (10) розглянемо для більш загального випадку, покла-
даючи, що параметри 1c , 2c  та власні функції належать до відповідних 
комплексних просторів. Із цією метою для спрощення подальших викладок 
введемо позначення 

 ,          1,2i i ic i= λ ∈ ⊂ =C . 

Нехай E  і V  – комплексні банахові простори, а спектральний пара-
метр 1 2( , )= λ λλ  належить до області 1 2= ×    (відкритої зв’язної 
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множини) комплексного простору 2 = ×C C C , де i iλ ∈ ⊂ C , i i= λ ∈{  

: 0i i ir∈ < λ < } , 1,2i = , ir  – деякі дійсні константи. 

Не обмежуючи загальності, нелінійну двопараметричну спектральну 
задачу (10) запишемо в операторній формі: 

 1 2 1 2( , ) ( , ) 0T Iλ λ ϕ = λ λ − ϕ =A ( ) . (11) 

Нехай ( , ) : ( , )E V⋅ ⋅ →A L  – оператор-функція, де кожному 

1 2( , )= λ λ ∈ λ  ставиться у відповідність оператор 1 2( , ) ( , )A E Vλ λ ∈ L . 
Будемо розглядати нелінійну двопараметричну спектральну проблему 

1 2( , ) 0xλ λ =A , в якій необхідно знайти власні значення (0) (0) (0)
1 2,= λ λ ∈ ( )λ  

і відповідні їм власні вектори (0)x E∈ , (0) 0x ≠ , такі, що 
(0) (0) (0)
1 2, 0xλ λ =A( ) . 

Нехай E , V , nE , nV , n ∈ ¥ , – банахові простори, а nP P= ( )  і 

nQ Q= ( )  – система лінійних зв’язуючих операторів :n nP E E→  і 

,n nQ V V∈ L( )  таких, що [6]: 

 ,       ,    n nx E y V P x x Q y y∀ ∈ ∈ → → . 

Вибираючи відповідним чином систему лінійних зв’язуючих операторів 

nP P= ( )  та nQ Q= ( ) , оператор-функція 1 2( , )λ λA  апроксимується відпо-

відно наближеними оператор-функціями 1 2( , )n λ λA , n ∈ N . У результаті 

для кожного 1 2( , )λ λ ∈   одержуємо послідовність операторів nA ∈  

,n nE V∈ L( ) , яка при виконанні відповідних умов [6] збігається до оператора 

( , )A E V∈ L .  
Таким чином, проблема власних значень (11) апроксимується пробле-

мою вигляду 

 1 2( , ) 0,         n nx nλ λ = ∈A N . (12) 

Будемо покладати, що дискретизована задача одержується у вигляді 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь, коефіцієнти якої аналітично зале-
жать від параметрів 1λ , 2λ . Задача знаходження власних значень зводить-
ся до знаходження коренів визначника n -го порядку 

 , 1( ) det ( ) 0,         n
n jk j kt n=Ψ ≡ = ∈λ λ( ) N . (13) 

Зауважимо, що якщо коефіцієнти 1 2( , )ijt λ λ  є неперервно диференці-

йовними функціями своїх аргументів, то частинні похідні 1 2( , )n

i

∂Ψ λ λ
∂λ

, 

1,2i = , визначаються за правилами диференціювання визначника [14]. 

Таким чином, як наслідок дискретизації задачі при n ∈ N  одержуємо 

функціональну послідовність визначників 1 2( , )n n∈Ψ λ λ{ } N  від двох змінних, 

причому приймаємо, що елементи 1 2( , )n
ija λ λ  відповідно до умов задачі (11) і 

умов побудови дискретного аналога (12) цих задач є голоморфними функ-
ціями від 1λ , 2λ .  

Надалі для обґрунтування існування зв’язних компонент спектра та 
збіжності наближених розв’язків задачі (12) до точних розв’язків задач (11), 
(13) припускаємо, що для послідовності визначників 1 2( , )n n∈Ψ λ λ{ } N  вико-

нуються такі умови. 
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Умова І. При n → ∞  визначник нескінченного порядку 1 2( , )Ψ λ λ  є 

збіжним для будь-яких 1 2( , )λ λ ∈  , тобто виконуються умови теореми 
Пуанкаре [2]. 

Умова ІІ. Функціональна послідовність 1 2( , )nΨ λ λ{ }  рівномірно збіга-

ється на кожній компактній підмножині області  . 

Отже, з голоморфності послідовності 1 2( , )nΨ λ λ{ }  та умов І, ІІ випли-

ває виконання умов теореми Вейєрштрасса [24], яка стверджує, що гранич-

на функція 1 2( , )Ψ λ λ  є голоморфною на  , а послідовності 1 2

1

( , )n∂Ψ λ λ 
 ∂λ 

 і 

1 2

2

( , )n∂Ψ λ λ 
 ∂λ 

 збігаються до 1 2

1

( , )∂Ψ λ λ
∂λ

 і 1 2

2

( , )∂Ψ λ λ
∂λ

, відповідно. Ця збіж-

ність є рівномірною на кожній компактній підмножині області  . 
Припустимо, що змінні 1λ  і 2λ  у рівнянні (13) пов’язані функціональ-

ною залежністю 2 2 1( )λ = λ λ . Оскільки рівність 1 2 1, ( ) 0nΨ λ λ λ =( )  є тотож-

ністю, то її похідні, згідно з теоремою Гурса [7, с. 88], будуть задовольняти 
співвідношення, яке отримаємо, якщо прирівняти до нуля похідну від лівої 
частини цієї рівності як від складної функції. Таким чином, диференціюючи 
рівність 1 2 1, ( ) 0nΨ λ λ λ =( )  по 1λ , отримуємо 

 1 2 1 1 2 1 2

1 2 1

, ( ) , ( )
0n n d

d
∂Ψ λ λ λ ∂Ψ λ λ λ λ

+ =
∂λ ∂λ λ

( ) ( )
 (14) 

або 

 

1 2 1

2 1

1 1 2 1

2

, ( )

, ( )

n

n

d
d

∂Ψ λ λ λ
λ ∂λ

= −
λ ∂Ψ λ λ λ

∂λ

( )

( )
. (15) 

Аналогічно, коли 1λ  і 2λ  у рівнянні (13) пов’язані функціональною за-

лежністю 1 1 2( )λ = λ λ , знаходимо 

 

1 2 2

1 2

2 1 2 2

1

( ),

( ),

n

n

d
d

∂Ψ λ λ λ
λ ∂λ

= −
λ ∂Ψ λ λ λ

∂λ

( )

( )
. 

Розглянемо необхідну надалі допоміжну однопараметричну нелінійну 
спектральну задачу типу  

 1 1, ( ) 0zλ λ ϕ =A% ( )  (16) 

як частковий випадок задачі (11). Припускаємо, що в оператор-функції 

1 2( , )λ λA%  змінна 2λ  виражається деякою однозначною (однолистою) дифе-

ренційовною функцією 2 1( )zλ = λ , яка відображає деяку область 1, 1β ⊂   

у підобласть 2, 2β ⊂  . У найпростішому випадку покладатимемо 2 1λ = βλ , 

де β  – деякий дійсний числовий параметр. Введемо в розгляд при 1 1,βλ ∈  

оператор-функцію 1 1 1( ) ,β λ ≡ λ βλA A% % ( )  (звуження оператор-функції 

1 2( , )λ λA% ), з якою зв’язана нелінійна однопараметрична спектральна зада-

ча (16), де кожному значенню 1 1( , )= λ βλ ∈ λ  ставиться у відповідність 

оператор 1 1( , ) ( , )A E Vβ λ βλ ∈ L% . 
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Аналогічно до (12), розглядатимемо при n ∈ N  апроксимуючу послідов-
ність дискретизованої задачі (16): 

 , 1 1, ( ) 0,         n nz x nβ λ λ = ∈A% N( ) . (17) 

Надалі, не обмежуючи загальності, для спрощення покладатимемо, що 

1 1( )z λ = βλ , а через β  позначимо область 

 1 2 1 1 1 1, 1 2,( , ) ( , ) : ,β β β= λ λ = λ βλ λ ∈ βλ ∈  { } . 

Спектри оператор-функцій 1 2( , )λ λA% , 1( )β λA%  і , 1( )nβ λA%  позначимо 

через ( )σ A% , ( )βσ A%  і ,( )nβσ A% , відповідно. 

Існування зв’язних компонент спектра задачі (11) при непорожній мно-
жині розв’язків допоміжної однопараметричної задачі (16) та збіжність на-
ближених розв’язків дискретизованої задачі (12) до точних розв’язків за-
дачі (11) стверджує теорема [15, 16]. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови: 
• оператор-функція ( , ) : ( , )E V⋅ ⋅ →A L  є голоморфною і викону-

ються умови I, II, причому ( )σ ≠A  ; 

• оператор-функції ( , ) : ( , )n n nE V⋅ ⋅ →A L  голоморфні і для будь-

якої замкненої обмеженої множини 0 ⊂   справджується нерів-

ність 

 
0

1 2 0max ( , ) ( ) const,       n c n
∈

λ λ ≤ = ∈A N
λ 

 ; 

• оператори 1 2( , ) ( , )A E Vλ λ ∈ L , 1 2( , ) ( , )n n nA E Vλ λ ∈ L , n∈ N , – фред-

гольмові з нульовим індексом при будь-якому 1 2( , )= λ λ ∈ λ ; 

• послідовність функцій 1 2( , )nΨ λ λ  диференційовна в області  ; 

• ( ) ( )nA A→λ λ  стійко при будь-якому ( ) \ ( )∈ ρ = σA Aλ ; 

• резольвентна множина ( )βρ ≠ ∅A , тобто ( )β βσ ≠A  . 

Тоді справджуються такі твердження: 

(i) кожна точка спектра (0) (0) (0)
1 1, ( )β β= λ βλ ∈ σ Aλ ( )  є ізольованою, є 

власним значенням і їй відповідає скінченновимірний власний 

підпростір (0)
1( )N λA( )  і скінченновимірний кореневий підпростір; 

(ii) для кожного (0) ( )β β∈σ Aλ  існує послідовність (0)
,nβ{ }λ  із (0)

, ,( )n nβ β∈ σ Aλ , 

0n n> , така що (0) (0)
,nβ β→λ λ ; 

(iii) кожна точка (0) (0) (0)
1 1, ( )β β= λ βλ ∈ σ A( )λ  є точкою спектра опера-

тор-функції 1 2( , )λ λA ; 

(iv) якщо в деякому малому 0ε -околі точки (0) (0) (0)
1 1,β = λ βλ ∈ ( )λ  для 

всіх n , більших від деякого номера 0N , послідовність частинних 

похідних (0) (0)
1, 1,

2
,n

n n

∂Ψ λ βλ ∂λ 
( )  є відмінною від нуля, тоді в як завгод-

но малому ∗ε -околі точки (0) (0)
1 1,λ βλ ∈ ( )  існує неперервно дифе-

ренційовна функція 2, 1( )N N∗ ∗
λ = ϕ λ , яка є розв’язком рівняння (13), 

причому (0) (0)
2, 1,NN N∗∗ ∗

λ = ϕ λ( ) , і в точці (0) (0) (0) (0)
1, 2, 1, 1,, , NN N N N∗∗ ∗ ∗ ∗

λ λ = λ ϕ λ( ) ( ( ))  
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як завгодно мало відхиляється від точки спектра допоміжної од-
нопараметричної задачі (16), тобто в деякій біциліндричній об-

ласті (0) (0)
0 1 2 1 1 1 2 2 2( , ) : ,= λ λ λ − λ < ε λ − λ < ε { }  існує зв’язна ком-

понента спектра оператор-функції 1 2( , )N∗
λ λA , де 1ε , 2ε  – деякі 

дійсні малі константи.  

Зауважимо, що при доведенні цієї теореми застосовуються теорема 1 з 
[6, с. 68] і теорема 2 з [6, с. 69] стосовно допоміжної нелінійної однопара-
метричної спектральної задачі (16), (17). 

3. Алгоритм наближеного знаходження компонент спектра. Випадок 
дійсних спектральних параметрів. Перейдемо до побудови алгоритмів для 
чисельного знаходження власних значень рівняння (10), використовуючи 
методи дискретизації [6, 20], тобто перейдемо від знаходження розв’язків 
нелінійної двопараметричної спектральної задачі (10) у нескінченновимір-
них банахових функціональних просторах до знаходження наближених 
розв’язків цієї задачі у скінченновимірних банахових просторах. 

Нехай задано деякий збіжний квадратурний (кубатурний) процес1 

 
1

( ) ( ) ( ),         
n

jn jn n
jD

z t dt a z t z n
=

= + φ ∈∑∫ ¥ ,  (18) 

з jna ∈ R , jnt D∈ , 1, ,j n= … .  

Замінивши інтеграл у рівнянні (10) за формулою (18), у якій відкидає-
мо залишковий член nφ , приходимо до такої системи лінійних рівнянь від-

носно вектора 1 , ,n nnϕ ϕ… : 

 0 1 2
1

, ( ), , ,         1, ,
n

in jn in jn jn
j

a x u t c c i n
=

ϕ = ϕ =∑ K …( ) . (19) 

Спочатку розглянемо дискретизацію однопараметричної задачі (10) при 
дійсному числовому параметрі 1c : 

 1 1 0 1 1( ) ( , ) ( , ( ) , ) ( )
G

x T c c x u y c c y dyϕ = β ϕ ≡ β ϕ∫ K . (20 

Замінюючи у рівнянні (20) інтеграл за формулою (19), у якій відкидаємо 
залишковий член ( )n xφ , і надаючи змінним x , y  відповідно значень ,i jx y , 

, 1, ,i j n= … , одержуємо однорідну систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

 0 1
1

, ( ), 0,         1, ,
n

j i j j i
j

a x u y c i n
=

β ϕ − ϕ = =∑ K% …( ) , (21) 

відносно вектора 1, , nϕ ϕ �…{ } .  

Нехай елементи матриці 1 2 0 1( , ) , ( ),ij j i j jt c c a x u y c= β ϕK% ( )  є неперервно 

диференційовними функціями від параметрів 1c , 2c . У цьому випадку 
задача (21) матиме розв’язок, якщо має розв’язок рівняння 

 

11 1 2 12 1 2 1 1 2

21 1 2 22 1 2 2 1 2
1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

( , ) 1 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) 1 ( , )
( , ) det 0

( , ) ( , ) ( , ) 1

n

n
n

n n nn

t c c t c c t c c

t c c t c c t c c
c c

t c c t c c t c c

− 
 − Ψ = =
 
 

− 

L
L

M M O M
L

. (22) 

                                           
1 Квадратурний (кубатурний) процес називається збіжним, якщо ( ) 0n zϕ →  для 

будь-якої неперервної на D  функції ( )z s  [7]. 
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Рівняння 1 2( , ) 0n c cΨ =  розглядаємо як рівність для визначення неявної 

функції. Для визначеності покладемо 2 2 1( )c c c= . Припустимо, що існує та-

ка точка ( ) ( )0 0
1 2,c c( ) , що ( ) ( )0 0

1 2, 0n c cΨ =( ) . Тоді, якщо коефіцієнти 1 2( , )nmt c c  є 

неперервно диференційовними функціями від 1 2,c c , то задача про визна-

чення неявно заданої функції 2 2 1( )c c c=  у деякому околі точки ( ) ( )0 0
1 2,c c( )  

на підставі рівняння (22) зводиться до задачі Коші [15, 16]: 

 

1 2

2 1

1 1 2

2

( , )

,       
( , )

n

n

c c
dc c

n
dc c c

c

∂Ψ
∂

= − ∈
∂Ψ

∂

N , (23) 

 (0) (0)
2 1 2c c c=( ) . (24) 

У деяких випадках зручніше розглядати еквівалентну до (23), (24) задачу 
Коші відносно функції 1 1 2( )c c c= : 

 

1 2

1 2

2 1 2

1

( , )

,       
( , )

n

n

c c
dc c

n
dc c c

c

∂Ψ
∂

= − ∈
∂Ψ

∂

N , (23′) 

 ( ) ( )
1 2 1c c c∗ ∗=( ) . (24′) 

 Для задачі (23), (24) виконується теорема про існування неявно заданої 
функції [7], яка в прийнятих припущеннях має таке формулювання: 

Теорема 2. Нехай (0) (0)
1 2,c c{ }  – розв’язок рівняння (22), функція 

1 2( , )n c cΨ  та її частинні похідні першого порядку при всіх 1 2,c c , до-

статньо близьких до (0) (0)
1 2,c c( ) , є неперервними функціями, і нехай час-

тинні похідні 1 2

2

( , )n c c
c

∂Ψ
∂

 відмінні від нуля при (0)
1 1c c= , (0)

2 2c c= . 

Тоді для всіх 1c , достатньо близьких до (0)
1c , існує одна визначена 

неперервна функція 2 2 1( )c c c= , що задовольняє рівняння (23), умову (24) і 

має похідну 2 1( )c c′ . 
Вибір тієї чи іншої задачі Коші залежить від швидкості зростання по-

хідної у правій частині рівняння (23). Зокрема, якщо похідна у правій час-
тині рівняння (23) швидко зростає, то переходимо до розв’язування задачі 
(23′), (24′). 

Висновки. Введення в інтегральний оператор Урисона додаткових чис-
лових параметрів дає можливість у практичних застосуваннях дослідити 
проблему неєдиності існуючих розв’язків та їхні властивості при зміні ве-
личин параметрів у заданій області. 

Усі особливості наведеного алгоритму наближеного знаходження зв’яз-
них компонент спектра при 2m =  без особливих труднощів з викорис-
танням результатів [17] переносяться на випадок багатопараметричних 
спектральних задач при 2m > .  
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GENERALIZATION OF THE NONLINEAR URYSOHN INTEGRAL EQUATION BY INTRODUCING 
ADDITIONAL NUMERICAL PARAMETERS 
 
The generalization of the nonlinear integral equation of the Urysohn type is considered, 
which consists in introducing two real numerical parameters into the integrand. This 
makes it possible to find in the given domain the set of points of possible branching 
(bifurcation) of solutions in the form of spectral lines by solving a nonlinear two-
parameter spectral problem. 

Key words: generalized Urysohn equation, nonlinear two-parameter spectral problem, 
branching of solutions. 

 
Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів 23.02.22 
 


