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ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ КОШІ ДЛЯ ВИРОДЖЕНИХ 
ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ ТИПУ КОЛМОГОРОВА ДОВІЛЬНОГО ПОРЯДКУ 
З ВИРОДЖЕННЯМ НА ПОЧАТКОВІЙ ГІПЕРПЛОЩИНІ 
 

Розглянуто вироджені параболічні рівняння типу Колмогорова довільного 
порядку з двома групами просторових змінних виродження, які до того ж 
мають виродження на початковій гіперплощині, і коефіцієнтами, залежними 
від усіх змінних. Для таких рівнянь побудовано фундаментальний розв’язок 
задачі Коші. Отримано оцінки цього розв’язку та його похідних. 

Ключові слова: параболічне рівняння довільного порядку, вироджене параболічне 
рівняння типу Колмогорова, виродження на початковій гіперплощині, фунда-
ментальний розв’язок задачі Коші, метод Леві.  

 
Вступ. Рівняння, які вивчаються у роботі, є певним узагальненням ви-

роджених параболічних рівнянь другого порядку типу рівняння дифузії з 
інерцією А. М. Колмогорова [32]. Таке рівняння і його різноманітні узагаль-
нення зустрічаються при побудові і дослідженні моделей, які виникають у 
деяких задачах теорії ймовірностей, математичного моделювання опціонів, 
у теорії броунівського руху, теорії конвективної дифузії, теорії бінарних 
електролітів, під час моделювання процесів дифузії з інерцією та розсію-
вання електронів, у віковому наближенні теорії сповільнених електронів, у 
біології, економіці та інших галузях науки [22, 24–31, 33–35]. Клас виро-
джених параболічних рівнянь типу Колмогорова довільного порядку з ко-

ефіцієнтами, незалежними від просторових змінних (підклас 0
21E  класу 21E , 

за термінологією з монографії [26]), означений С. Д. Ейдельманом і Г. П. Ма-
лицькою в працях [20, 23]. Дослідженню рівнянь з цього класу присвячені 
праці С. Д. Ейдельмана, Г. П. Малицької, Л. М. Тичинської, С. Д. Івасишена, 
Л. М. Андросової, І. П. Мединського і О. Г. Возняк [1, 2, 6–9, 17–19, 21]. Для 
таких рівнянь побудовано фундаментальний розв’язок задачі Коші (ФРЗК), 
досліджено його властивості і за їхньою допомогою доведено теореми про 
існування та єдиність розв’язків задачі Коші та встановлено деякі якісні 
властивості розв’язків. Якщо коефіцієнти рівняння залежать від усіх 
змінних, тобто рівняння належить до класу 21E , то задача побудови і дослі-
дження ФРЗК істотно ускладнюється. Крім традиційних, виникають серйо-
зні труднощі, які пов’язані з виродженістю рівнянь. С. Д. Івасишен, 
модифікувавши відповідним чином поняття B -гельдеровості S. Polidoro 
[35], для рівнянь з класу 21E  вивів умови, за яких побудував некласичний, 

так званий L -ФРЗК, отримав відповідні оцінки ФРЗК та його похідних і за 
їхньою допомогою довів теореми про коректну розв’язність задачі Коші. Ці 
результати вперше опубліковано в монографії [26]. 

У працях С. Д. Івасишена та І. П. Мединського [11–15, 31] для парабо-
лічних рівнянь типу Колмогорова другого порядку з обмеженими коефіцієн-
тами розроблено нову модифікацію методу Леві та застосовано її до побу-
дови класичного ФРЗК Z , отримання точних оцінок функції Z , її похід-
них, а також у цитованих працях наведено теореми про інтегральні зобра-
ження розв’язків і коректну розв’язність задачі Коші [10, 16]. Аналогічні 
результати одержано також для рівнянь, які додатково мають виродження 
на початковій гіперплощині [3–5, 36]. У праці [21] для рівнянь з класу 21E  
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побудовано класичний фундаментальний розв’язок задачі Коші, отримано 
оцінки цього розв’язку та його похідних. Тому природним є бажання одер-
жати аналогічні результати для рівнянь з цього класу, які до того ж мають 
виродження на початковій гіперплощині. Цьому і присвячена стаття. 

1. Позначення, припущення і умови на коефіцієнти. Нехай b , n , 1n , 

2n  і 3n  – задані натуральні числа такі, що 1 2 3 1n n n    і 1 2n n n    

3n ; : 1, ,j j  { } , : 0j j   { } , j   ; 1/(2 ) 1,jm j b    3j   . Буде-

мо вважати, що просторова змінна nx    складається з трьох груп змін-

них 1 2 3: ( , , )x x x x , де компоненти 1: , , j

j

n
j j jnx x x  ( ) , 3j   . Відпо-

відно мультиіндекс nk    записуватимемо у вигляді 1 2 3: ( , , )k k k k , де 

1: , , j

j

n
j j jnk k k   ( ) , 3j   . Будемо використовувати позначення 

1 1 2 2 3 3:M m n m n m n   ; 1 1 2 2 3 3:kM m k m k m k   , nk   , де 

1:
jj j jnk k k   . Крім наведених вище, користуватимемось ще такими 

позначеннями: : ( , ) , n
H t x t H x   { }  , якщо H   ;   і   – непе-

рервні на відрізку  0,T  функції, для яких ( ) 0,t   ( ) 0t   при (0, ]t T , 

(0) (0) 0     і   – монотонно неспадна функція; 

 
( )

( , ) : , ( , ) : , 0
( ) ( )

t t
dA t B t d t T

 

         
     , 

 
( )

3( , , ) : ( , , ) ( , , ), ( , , ) : ( , , ),
s

s

s

zz z
x xxf x f x f z f x f x s                  , 

 (0) (1) (2) (3)
1 2 3 1 2 3 1 2 3: , : ( , , ), : ( , , ), : ( , , )z x z z x x z x z x z x x z    , 

 (1) (2)
1 2 3 1 2 3: ( , , ), : ( , , )x x z z x x x z  , 

 1 2 3 1 1( , ) : ( , ), ( , ), ( , ) ( , ) :X t X t X t X t X t x      ( ), , 

 ˆ, : , : ,1 2
2 2 1 3 3 2 1( ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )X t x B t x X t x B t x B t x t           ( ) , 

 ˆ : , : , :
2 3 31 11 1 1 11 1 2 21 2, , , , , ,n n nx x x x x x x x x     ( ) ( ) ( ) , 

 1 2
1 2 3 1 2 3( ) : , ( ), ( ) , ( ) : , , ( )t X t X t t X t      ( ) ( ) , 

 ( ) (0)
3( , ) : ( , ) , , ( , ) : ( , )

s s

s
x zZ t X t s Z t X t       . 

Аналогічно будуємо параметричні точки ( , )Y t  , ( , )t   за відповідними точ-
ками y  і  . 

 У статті часто однаковими літерами (здебільшого літерами C  і c ) по-
значатимемо різні сталі, якщо їхні величини нас не цікавлять. 

Розглянемо рівняння 

 
1 (0, ]( , ) : ( , , ) ( , ) 0, ( , )x TLu t x S A t x u t x t x     ( ) , (1) 

в якому 

 
2 3

2 31 2
1 1

: ( ) ( )
j j

n n

t j x j x
j j

S t t x x
 

 
        

 
  , 

 1

1 1 1
1

0
0 2

( , , ) : ( ) ( , ) ( , )k
x k x

k b

A t x t a t x a t x
 

 
     

 
 , 
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де u  – невідома функція. 

Будемо припускати, що коефіцієнти 
1ka , 1 2k b , рівняння (1) є ком-

плекснозначними функціями в [0, ]T , які задовольняють такі умови: 

(i) 
1ka , 1 2k b , є обмеженими й неперервними за t  та існує така 

стала 0  , що для довільних  [0, ]( , ) Tt x  і 

1
11 11 1: , , n

n     ( )  справджується нерівність 

 1
1

1

2
1 1

2

Re ( , )( )kk
k b

a t x i


    ; 

(ii) 
1ka , 1 2k b , є гельдеровими за просторовими змінними в такому 

сенсі: 

 (1)
1 1 [0, ]0,   (0,1)  ( , ), ( , ) TH t x t z      { } : 

 1 1

1 1 1 1( , )z
x a t x H x z    , (2) 

 1 1 (2)
2 2 1 2 2 [0, ]0,   ( ) , ( )   ( , ), ( , ) TH m m m t x t z       ] { }( , 

 0,h T  [ ] : 

 2 2 2 2

2 2 2 2( , ) , ) ( , )z m
x a t x H B h X h z      ( ( )( ) ; (3) 

 1 1 (3)
3 3 2 3 2 [0, ]0,   ( ) , ( )   ( , ), ( , ) TH m m m t x t z       ] { }( , 

 0,h T  [ ] : 

 3 3 3 3

3 3 3 3( , ) , ) ( , )z m
x a t x H B h X h z      ( ( )( ) ; (4) 

(iii) ( ) ( )
4 [0, ] 30  ( , ), , , , ,   | 2,3r s

TH t x t t z r r s         { }{ ( ) ( )} { } , 

 [0, ]h T  : 

 4( , ) ( , ) ( , )r s r s s s

r s

z m
r r s sx x a t x H x B h X h z          ( )( ) , 

 (5) 
де a  – будь-який з коефіцієнтів 

1ka , 1 2k b . У формулі (5) сталі 

1 , 2  і 3  такі, як у відповідних формулах (2)–(4).  
Використовуватимемо такі оцінювальні функції: 

 1( , , ) : exp ( , ) qj jq
c j jE t z c B t z   { ( ) } , 

 1
3,   : 2 (2 1) ,   ,   jn

jt q b b z j       ; (6) 

 (1) 1
1 1 1 1, , , : , , ( , )c cE t x E t X t      )( ( ) , 

 
2

(2)
1 2 1 2

1

, , , , , : , , ( , )j
c c j j

j

E t x x E t X t


       ( ) ( ) , 

 
3

(3)

1

, , , : , , ( , )j
c c j j

j

E t x E t X t


      ( ) ( ) , 
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 3,   , ,   ,   ,jn n
j jt x j x        { } { } ; (7) 

 ( , ) 1: ( ) ( , ) ( 1)C j
ja C B t j        ( ( ) ) ( ) , 

 ,   0,   (0,1),   0t C j       { } ; (8) 

 ( ,1) 1 ( ,1)
, 1 1 1 1 , 1 1, , , : , , , , ,c C c c CE t x E t x F t x        ( ) ( ) ( ) , 

 ( ,1) ( , ) (1)
, 1 1 1 1

0

, , , : ( , ) , , ,j
C

c C j c
j

F t x a t E t x


 



     ( ) ( ) , 

 1
1 10,   ,   , nC t x     { } ; (9) 

 ( ,2) 1 ( ,2)
, 1 2 1 2 1 1 , 1 2 1 2, , , , , : , , , , , , ,c C c c CE t x x E t x F t x x          ( ) ( ) ( ) , 

 ( ,2) ( , ) (2)
, 1 2 1 2 1 2 1 2

0

, , , , , : ( , ) , , , , ,j
C

c C j c
j

F t x x a t E t x x


 



       ( ) ( ) , 

 20,   ,   , ,   jn
j jC t x j      { } ; (10) 

 ( ,3) 1 ( ,3)
, 1 1 ,( , , , ) : , , ( , , , )c C c c CE t x E t x F t x        ( ) , 

 ( ,3) ( , ) (3)
,

0

( , , , ) : ( , ) ( , , , )j
C

c C j c
j

F t x a t E t x


 



      , 

 0,   ,   , nC t x     { } ; (11) 

 ( , ) : exp ( , ) , ,   dE t dA t t d      { } , 

 (1), (1)
1 1 1 1( , , , ) : ( , , , ) ( , ), ,d d n

c cE t x E t x E t x        { } , 

 (2), (2)
1 2 1 2 1 2 1 2( , , , , , ) : ( , , , , , ) ( , )d d

c cE t x x E t x x E t        , 

 (3), (3)( , , , ) : ( , , , ) ( , )d d
c cE t x E t x E t      ; (11) 

 (3) (3): ( , ) ( , ) ( , , , ) ( , , , )
n

M
c c cI B t B E t x E d          


( ) , 

 0,   0 ,   , nс t x        { } ; (12) 

 ( ,3)( , ) (3)
,: ( , ) ( , ) ( , , , ) ( , , , )

n

C M
c c c CI B t B E t x E d           


( ) , 

 (0,1],   0,   0,   0 ,   , nС с t x           { } ; (13) 

 (3) (3)
0 : ( , ) ( , ) ( , , , ) , , ( , ),

n

s M s
c cI B t B E t x E t d           


( ) ( )  ; (14) 

 1 1

1

(1) (3)
1 1 1 1: ( , ) ( , , , ) ( , , ( , ), )

n

m nsr sr
c cI B t E t x E t d         


( ) ; (15) 

 1 1 2 2

1 2

(2)
2 1 2, 1 2: ( , ) ( , , , , )

n n

m n m nsr
cI B t E t x x



      


( )  

 (3)
1 2, , ( , ),sr

cE t d d       ( ) ; (16) 
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 ( ) (3) ( ,3)
0 ,: ( , ) ( , ) ( , , , ) , , ( , ),

n

s M s
c c CI B t B E t x E t d            


( ) ( )  ; (17) 

 1 1

1

( ) (1) ( ,3)
1 1 1 ,: ( , ) ( , , , ) , , ( , ),

n

m nsr sr
c c CI B t E t x E t d          


( ) ( ) ; (18) 

 1 1 2 2

1 2

( 2) (2)
2 1 2 1 2: ( , ) ( , , , , , )

n n

m n m ns
cI B t E t x x



      


( )  

 ( ,3) 2
, ( , , ( , ), )s

c CE t d       . (19) 

У формулі (8) ( )   – ґамма-функція Ейлера, у формулах (14)–(19) 

 0 ( ) 1 ( ) ( )
1 2 3( , ) : ( , ), ( , ) : , ( , ), ( , )s s s s st Z t t Z t Z t         ( ) , 

 2 ( ) 3
1 2 3 1( , ) : , , ( , ) , ( , ) :s s st Z t t         ( ) , 

 3 ,   2,3 ,   0 ,   , , ns r t T x z          { } { } . 

2. Допоміжні твердження. Властивості оцінювальних функцій (6)–(11) 
наведемо в такій лемі. 

Лема 1. Правильними є такі твердження: 

 
1

(3) (3)( , , , ) ( , , , )c cE t x E t x     , 

 ,   , ,   0,   0nt x c C     { }  ; (20) 

 ( ,3) ( ,3)
, ,( , , , ) ( , , , )c C c CE t x F t x      , 

 ,   , ,   0,   0,   (0,1]nt x c C       { } ; (21) 

 1 1 1
1 1 1 1 1 1, , , , , ,c c cE t x E E t x           ( ) ( ) ( ) , 

 1
1 1, 10 ,   , nt T x         { } ; (22) 
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , , , ,c c cE t x x E E t x x            ( ) ( ) ( ) , 

 , 20 ,   , ,   sn
s s st T x s          { } , 

 2 (2 1) 2 (2 1)
1 1 1,   max 1 2 ,2b bc c         / /{ } ; (23) 

         
2

(3) (3) (2)( , , , ) ( , , , ) ( , , , )c c cE t x E E t x , 

 0 ,   , , nt T x         { } , 

 2 (2 1) 2 (2 1)
2 2 2 1,   max 1 2 ,2b bc c         / /{( ) } ; (24) 

 (3) (1) (3)
1 1( , , , ) ( , , , ) ( , , , )c c cE t x E t x E t x       , 

 0,   0 ,   , nс t T x       { } ; (25) 

 ( , ) , , ( , ) ( , ) ( , , ( , ) )s s sms s
s s c s s c s sX t E t X t C B t E t X t             ( ) ( ) , 

 0 0,   0 ,   , nс с t T x        { } ; (26) 

 (3) (3)( , ) ( , , , ) ( , ) ( , , , )s s sm
s s c cX t E t x C B t E t x         ( ) , 

 0 30,   0 ,   , ,   sn
s sс с t T x s         { } ; (27) 
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 1 30 ,   , , ,   nt t T x z         { }   ; (29) 
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10 ,   , , ,   nnt t T x z           { } , 

 3 0 1,   , (0, )с с c   { } ; (30) 
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jt t T x           { } , 

 2 0 1 2,   , , (0, )с с c c   { } . (31) 

 Тут  0,С  у формулі (28) ( )sy  – точка відрізку прямої, що сполучає 

точки x  і ( )sz , 3s   , у формулах (28)–(31) 1 ( , ) 4sm
s sx z B t  / / , 3s   , 

1t  таке, що 1( , ) : ( , ) 2B t t B t  / . 
Властивості інтегралів (12)–(19) наведемо у наступній лемі. 
Лема 2. Правильними є такі твердження: 
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 причому ( , )t    для 3 ; (41) 
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1 ,( , ) ( , , , ),    0 ,   ,C M n

с c CI C B t E t x t x            { }( ) , 

 1 2 1(1 ) ,   0,   2n nc c C C        ; (44) 
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0 3( , , , ), 0 ,   , ,   ,s n

cI CE t x t x s           { } { } , 

 причому ( , )t    для 3 ; (45) 
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( ,3)( 1)
1 1, ( , , , ), 0 ,   ,s n

c CI CE t x t t x           { } , 

 3 ,   (0,1)s    ; (46) 

 
0

( ,3)( 2)
2 1, ( , , , ), 0 ,   ,s n

c CI CE t x t t x           { } , 

 3 ,   (0,1)s    . (47) 

У нерівностях (39), (40) стала 2  така, як в оцінці (24), а стала C  – 
з рівності (25). 

При застосуванні методу Леві для побудови ФРЗК виникають інтег-
ральні рівняння другого роду вольтеррівського типу вигляду  
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[ , ]( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) , ,
( )

n

t

t T
t

du t x f t x K t x u d t x        
  


{ } , (48) 

ядром яких є неперервна функція 

 
0 0 0 0

0 0
[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]: , : ( , ; , ) ( , ) 0t T t T t T t TK P P t x B t         | ( ){ } . 

  (49) 
Відомо [26, с. 33], що за відповідних умов стосовно ядра K  існує єди-

ний розв’язок рівняння (48) для довільної прийнятної функції f , який ви-
значається формулою 
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[ , ]( , ) ( , ) ( , ; , ) ( , ) , ,
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n

t

t T
t

du t x f t x R t x f d t x        
  


{ } . (50) 

Тут 

 
0 ,

1

( , ; , ) : ( , ; , ), ( , ; , )m t T
m

R t x K t x t x P




        [ ]
0 , (51) 

1 :K K , а mK , 1m  , – повторні ядра, які визначаються рекурентним 

співвідношенням 
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1 ,

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ,   , ; ,
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t

m m t T
t

dK t x K t x y K y dy t x P
         

   [ ]


{ } . 

При використанні методики побудови ФРЗК, подібної до методики з 
праць [9, 11], виникають інтегральні рівняння типу (50) з різними ядрами. 
На першому етапі застосуємо лему, аналогічну до леми 1.9 з [26, с. 36]. 

Лема 3. Якщо ядро (49) є неперервним і для нього справджується не-
рівність 

 1

01

(3),1 0
1 [ , ]( , ; , ) ( ) ( , ) ( , ; , ),   ( , ; , )dM

t TcK t x С t B t E t x t x P          ( ) ,   

з деякими сталими 1 0С  , 1 0c   і    0,1 ,  то існує резольвента (51), 
яка є неперервною функцією і для якої виконується оцінка 
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t Tc C

R t x С t B t E t x t x P          ( ) ,   

Тут 2 0С  , 2 0С   і 2 1(0, )c c  – деякі сталі. 

Оскільки на наступних етапах оцінювальна функція для ядра K  відпо-
відного рівняння має вигляд суми ряду, то використовуватимемо таку лему. 

Лема 4. Якщо ядро (49) є неперервним і для нього справджується не-
рівність 
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з деякими сталими 3 0С  , 3 0С  , 3 0c   і (0,1)  , то існує резольвента 
(51), яка є неперервною функцією і для якої виконується оцінка 
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0
[ , ]( , ; , ) t Tt x P   , 

в якій 4 0С  , 4 0С   і 4 0c  – деякі сталі, причому 4 3С С  , а 4 3с c . 

3. Основні результати. Як і у випадку рівняння другого порядку, про-
цедура побудови ФРЗК складається з трьох етапів. Нехай jZ  – фундамен-

тальний розв’язок задачі Коші на етапі 3j   . Результати першого, друго-
го та заключного третього етапів побудови і дослідження ФРЗК для рівнян-
ня (1) містяться в теоремах. 

Теорема 1. Нехай для коефіцієнтів рівняння (1) виконуються умови 
(i)–(iii), в яких x  замінено на 1( , )x y , 2 3: ( , )y y y  . Тоді для цього рівняння 

існує ФРЗК 1Z  і правильними є такі твердження: 
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Теорема 2. Нехай для коефіцієнтів рівняння (1) виконуються умови 
(i)–(iii), в яких x  замінено на 1 2 3( , , )x x y . Тоді для цього рівняння існує 

ФРЗК 2Z  і справджуються оцінки 

 2 2 2

2 2

( ,3),
2 3 ,

, ; , ; ( , ) ( , , , )k m dM Mk
x c C
Z t x y C B t E t x       ( ) ( ) ; 

 
0

2 3, ; , ; ( , ) ss k s s
s

z M M mk
x s sx Z t x y C B t x z           ( ) ( )  

 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ,3), ( ,3), ( )
3, ,

( , , , ) , , , ,m d m d s
c C c C

E t x E t z s         
   ( ) ; 

 2 2 2

2 2

( ,3),
2 3 ,
( , ; , ; ) ( , ) ( , , , )s k

s

z m dM Mk
xy c C
Z t x y C B t E t x         ( )  

 33 3
3 3( , ) ( , ) , 0mB h Y h z k     ( )( ) ; 

 2
2 3( , ; , ; ) ( , ) ( , ), 0k k

n

M dk
xZ t x y d C B t E t k         


( ) ; 

 
00

2
2 3( , ; , ; ) ( , ) ( , )ss k k s s

s
n

z M m dk
x s sx Z t x y d C B t x z E t            ( )



 , 

 3 , 0s k  ; 

 1 1 2 2

2 3

2 3 2 3( , ; , ; ) ( , ) k

n n

M m mk
x Z t x y d d C B t 



             ( )

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 2 2 2

2 2

( ,1),
1 1,

, , , , 0m d

c C
E t x k     ( ) ; 

 
0

2 3

2 3 2 3( , ; , ; ) ss

s
n n

z k
x s sx Z t x y d d C x z



         


 

 
0

1 1 2 2 2 2 2

2 2

( ,1),
1 1,

( , ) , , , ,   0s skm n M m m m d

c C
B t E t x k           ( ) ( ) , 

а також рівності 

 3

3
3

2 3 3 3( , ; , ; ) 0, 0
n

k
x Z t x y d k     


, 

 3 3
33 2 3 2 3 3( , ; , ; ) ( , ; , ; ), 0k k

x Z t x y Z t x y k        ( ) , 

в яких 0 t T    , , nx   { } , 3ny 3  , sn
sz   , 3s   ,   0

1 1(0, ] , 

  0
2 2(0, ] ,  0

3 (0,1] , , nk k 
 { }  , 1 1 2 1m k k  , числа h  і s  такі, як 

вище, 1 1 1: m  , якщо 1 0k  , а 0k  , 2 2 2: m  , якщо 1 0k  , а   0k . 

Теорема 3. Нехай для коефіцієнтів рівняння (1) виконуються умови 
(i)–(iii). Тоді для цього рівняння існує ФРЗК 3Z , для якого справджують-
ся оцінки 

 3 3 3

3 3

( ,3),
3 ,
( , ; , ) ( , ) ( , , , )k m dM Mk

x c C
Z t x C B t E t x       ( ) , 

       
3 3 3

3 3

( ,3),1
3 ,
( , ; , ) ( ( , )) ( , , , )m dM

c C
SZ t x C B t E t x , 

де 0 t T    , , nx   { } , 1 2 3( , , ) nk k k k    , 1 1 2 3 1m k k k   . 

4. Про доведення тверджень з п. 2 і п. 3. Твердження (20)–(28) з ле-
ми 1 доводяться так само, як і в [26]. Встановимо оцінки (29)–(31). Для цього 
використовуватимемо нерівності, аналогічні до нерівностей (1.3.9), (1.3.10) з 

праці [26, с. 25], і припущення, що 1,t t  [ )  і 1 ( , ) 4mx z B t  
 

/ / , 3  . 

Оскільки 

 ( )
1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( )Z t X t z x     

 , 

 ( )
2 2 1 1 2 2 2

ˆ̂̂ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( )Z t X t B t z x z x          
1( )

  , 

 ( ) 1 2
3 3 1 1 1 2 2 2

ˆ̂
( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )Z t X t B t z x B t z x               ( ) ( ) ( )

   

 3 3 3

ˆ̂̂
( , )( )B t z x    , 

де k   – символ Кронекера, 3,k { }  , то 

 1 ( ) 1
1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )

q qq qB Z t X t B z x          ( ) ( )  

 1 (2 1)
1 32 : ,b p   /  , 

 1 2 ( ) 1 1 2
2 2( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

qq q q qB Z t X t B B t           ( ) ( ) ( )(  

 1 1 (2 1) (2 1) (2 1)
1 1 2 2 2 2 2q q q b b bz x z x            
  / /) ( )  

 2 (2 1)
2 31 2 : ,b b p    /  , 

 1 3 ( ) 1 1 3 2
3 3 1 1( , ) ( , ) ( , ) 4 ( , ) 2 ( , )

q qq q q q qB Z t X t B B t z x               ( ) ( ) ( )(  

 1 1
2 2 3 3( , ) 4 2 ( , )

q qq q q qB z x z x B            ( ) ( )) (  
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 1 2 1 3
1 1 2 2 3 3( , ) ( , )q q qq qz x B z x B z x           ( ) ( ) )  

 1 (6 1) (2 1) (4 1) (2 1)
3 32 2 2 : ,b b b b p          / /  , 

 (3) ( ) 1 ( ) 1 2
1 1, , ( , ), exp ( , ) ( , ) ( , )

qq q
cE Z t c B Z t B                 

 ( ) ( ) ( )  

 ( ) ( ) 1 3
2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

q qZ t B Z t B            


( )   

 ( ) ( ) 1 2 ( )
3 2 1 3( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

q
Z t B Z t B Z t              

  ( )  

 1 ( )
1 1 1 1exp ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

qqc B X t Z t X t             
( ) ( ) ( )  

 1 2
2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )qB X t B X t          


( ) ( )  

 ( ) ( )
1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

q
B Z t X t Z t X t          

  
( ) ( )   

 1 3 1 2
3 2 1

ˆ
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )qB X t B X t B X t              ( ) ( ( )  

 ( ) ( )
3 3 3 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )Z t X t B Z t X t             ) ( ) ( )   

 1 2 ( )
1 12 ( , ) ( , ) ( , )

q
B Z t X t        

( ) ( )  

 1 1 ( )
1 1 1 1exp ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )

qqq qc B X t Z t X t              
( ) ( )  

 1 2 1
2 1 2( , ) 4 ( , ) ( , ) ( , )

qq qB X t B X t           


( ) (  

 1 ( )
1 1 2 22 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

qqq qB Z t X t Z t X t          
 

( ) )  

 1 3 1
3 2( , ) 8 ( , ) ( , ) ( , )q qB Z t B X t          


( )  

 1 2 1 ( )
1 3 3 32 ( , ) ( , ) 4 ( , ) ( , )

q qqB X t Z t X t           ( )   

 1 ( )
2 22 ( , ) ( , ) ( , )

q
q qB t Z t X t       ( )   

 
1

2 ( ) (3)
1 1 12 ( , ) ( , ) ( , ) , , ( , ),

q
q q

cB Z t X t C E X t             
( ) ( ) , 

де 1 1
1 1 2 3exp 1 2 2 1 2q q qС c p p p       ( ) ( ){ ( )} , а  1

1 8 qc c . 
Для завершення доведення нерівності (29) запишемо 

 
1

(3) 1 1 2
1 1 1, , ( , ), exp ( , ) ( , )qq q

cE X t c B x B                
( ) ( ) ( )  

 1 3
2 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )q qX t B x B X t           

 ( )  

 1 2
2 1 3( , ) ( , ) 2 ( , )

q
B X t B x           

( )  
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 1 1 2
1 1 1 2 2exp ( , ) ( , ) ( , )q qq qc B x B X t               

( ) ( )  

 
1

1 3 (3)
3 3( , ) ( , ) ( , , , )qq

cB X t E t x         
( ) . 

Нерівність (29) доведено.  
Твердження (30) і (31) доводимо аналогічно до (29). Оскільки 

 
1

(3) ( ) ( ) 1
1 2 3 1 1 1, , , ( , ), ( , ) , exp ( , ) qq

cE Z t Z t c B                
 ( ) ( )( )  

 1 2 ( ) 1 3
2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

qq qB Z t B B              
( ) ( )  

 ( ) ( ) 1 2
3 2 1 3( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

q
Z t B Z t B             

  ( ) , 

 
1

(3) ( ) 1
1 2 3 1 1 1, , , , ( , ) , exp ( , ) qq

cE Z t c B                
( ) ( )( )  

 1 2
2 1 2( , ) ( , ) ( , )

qqB t B           


( )  

 1 3 ( ) 1 2
3 2 1 3( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

qqB Z t B B                 
( ) ( ) , 

 3  , 

то маємо такі нерівності: 

 ( ) ( ) 1 2
3 2 1 3( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

q
Z t B Z t B              ( )  

 ( ) 1 2
3 2 1 3( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )Z t B X t B             ( )( )  

 ( ) 1 ( )
2 2 3 2( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )

q
qB Z t X t Z t B X t               ( )  

 1 2 ( )
1 3 2 22 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

qq qB B Z t X t              ( ) ( )  

 1 1 2
3 2 1 34 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

qq X t B X t B              ( )  

 1 ( ) ( )
3 3 2 22 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

qqq qZ t X t B Z t X t            ( ) , 

 ( )
2 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )

q
Z t B X t B               

  ( )  

 ( ) 1
2 2 2 1 2( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

q qqZ t X t X t B           
( )  

 ( )
2 2( , ) ( , )

q
Z t X t    , 

 ( ) 1 2
3 2 1 3 3 2( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )

q
Z t B B X t B                   ( )  

 1 2 ( )
1 3 3 32 ( , ) ( , ) ( , )

q
B Z t X t           ( ) ( )  

 1 1 2
3 2 1 32 ( , ) ( , ) 2 ( , )

qq X t B B              ( )  
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 ( )
3 3( , ) ( , )

q
Z t X t    , 

  3  . 

Твердження (30) є наслідком з нерівностей 

 1 2 1 2
2 1 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

qq qB X t B B X t                


( ) ( ) ( )  

 1 1 2
1 1 2 2( , ) 2 ( , ) ( , )

q qq qB x B t X t           
 ( ) ( )  

 1
1 1( , ) qqB t x   ( ) , 

 1 3 1 2
3 2 1 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )

qqB X t B X t B               ( ) ( )  

 1 3 1 2
3 2 1( , ) ( , ) 2 ( , )qB x B t x B t x         ( ) ( )(  

 1 2
2 1 1 3( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )B x B B t x B x              ( ) )  

 1 2 1 1 3
1 1 3 32 ( , ) 2 ( , ) ( , )

q qq qB x B t X t             ( ) ( ) ( )  

 1
1 12 ( ( , )) qq qB t x     . 

Аналогічно з нерівності 

 1 2
3 2 1 3( , ) ( , ) 2 ( , )

q
X t B B            ( )  

 3 3 2 2( , ) ( , ) ( , )X t B X t           ( ) ( )  

 1 2 1
1 1 3 32 ( , ) 4 ( , )

q qqB x X t           ( ) ( )  

 1 2
2 2 1 12 ( , ) ( , ) 2 ( , )

q qq q q qB X t B x              ( ) ( )  

отримаємо (31), де 1
1 4 qс с , 1

2 2 qс с , 3 1с с .  

Перейдемо до д о в е д е н н я  тверджень леми 2. Оцінки (32)–(35) і 
(39) доводяться так само, як і в [26, Гл. 1]. Доведемо нерівності (36)–(38). 
Спочатку наведемо деякі співвідношення для коефіцієнтів ряду (11), які 

визначаються формулами (8). Нехай 1C , 2C  – деякі сталі, 1 2max ,C C C  { } , 

а  
3 2C eC . Для заданого числа   (0,1)  через 0j  позначимо найменше на-

туральне число, для якого справджується нерівність  0 1j . Використову-

ватимемо також такі позначення:  

 
0

1
1 0 0

1
( ) : ( ) , : max ( 1) 1) 1

j j
C C C C j j  

 
           ( ){ ( ) } .  

Тоді 

 2 1 2( , ) ( , , )
1 ( , ) ( , ), ,   C C CC a t a t t      

   
    , (53) 

 1 2( , ) ( , )
1 2( , ) ( , ), ,   ,   C Ca t a t C C t       

   
    , (54) 

 1 1( , ) ( , )
1 ( , ) ( ) ( , ) ( , ), ,   C Ca t C B t a t t 

        
 

   ( ) , (55) 

 1 2 3( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , ),   ,    ,    C C C
j ja t a t a t t j  

      
  

  { }  . (56) 

Співвідношення (53)–(55) безпосередньо випливають з означення (8). Дове-
демо нерівність (56). Розглянемо спершу випадок j . Маємо 
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

( ) ( )   , 

де ( , )    – бета-функція Ейлера. Оцінимо знизу добуток 
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1 ( 1)1 1 ( 1) ( ) 1 ( 1)2 1 ( ) 1 jj
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    ( )( )( )

//  

 ( 1) ( )(2 ) (2 ) je e      . 

Отже, нерівність (56) справджується для j , при цьому  
3 2C eC . 

Протилежний випадок j  розглядаємо аналогічно. За допомогою озна-

чень (7)–(11) та оцінок (32)–(34) маємо 
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, (57) 
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В оцінках (57)–(59) сталі jC , 3j   , такі, як у рівностях (32)–(34) від-

повідно. З нерівностей (57)–(59) випливають оцінки (36)–(38). Оцінка (40) є 
наслідком (39). 
 Беручи до уваги нерівності 
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 1 1 1
1 1 2 3 1exp 1 2 2 1 2 , 8q q q qC c p p p c c         ( ) ( ){ ( )} , 

та нерівності (20), отримаємо 

 
1

(3) ( ) (3)
1 3, , , ( , , , ), , , ,r n

c cE t z C E t x t x r          { }( ) . 

Із цієї нерівності та оцінок (29)–(31) випливає, що твердження (41) достат-

ньо довести для 0r s  , тобто оцінити інтеграли 0
0I
 , 3  . Доведення 

оцінок (41)–(43) для інтегралів 0
sI  , 1

sI  , 3  , та 2
2
sI , 3s   , проводимо 

аналогічно до відповідних доведень з праць [12, 13]. За допомогою цих оці-

нок, а також означення (11) оцінювальної функції ( ,3)
, ( , , , )c CF t x    отримуємо 

оцінки (44)–(47).   
Д о в е д е м о  лему 4. Подібно до доведення леми 3 (див. [26, с. 36–

38]) отримуємо, що ряд (51) мажорується рядом 
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Доданок 1R  має потрібну оцінку: 
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Для оцінки 2R  використовуємо нерівності (20), (53)–(56): 

 2 1( , ) ( , )1 (3)
2 1 1

1 0

, , ( , ) ( , ) ( , , , )j
C C

c j c
j

R E t x a t a t E t x
 

 


 

         
 




( )  

 3 3( , ) ( , )1 (3)
1 1 0

1

, , ( , ) ( , ) ( , , , )C C
c cE t x a t a t E t x


 


        

 



( )  

 2 1
1

( , ) ( , )1 (3)
1 1 1

0 1

, , ( , ) ( , ) ( , , , )j
C C

c j c
j

E t x a t a t E t x 

 
 

  
 

        
 

 


( )  

 3( , )1 (3)
2 1 1

0

, , ( , ) ( , ) ( , , , )j
C

c c
C E t x B t a t E t x







        





( )( )  

 3
1

( ,2 )1 (3)
1 1 1

1 1

, , ( , ) ( , , , ) 2j

j
C

c j c
j

E t x a t E t x


 
 

 
        

 


( )  

 
1 3

( ,3)
2 1,2

( ) ( , ) ( , , , ),
c C
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З оцінок (60)–(62) випливає оцінка (52), у якій 

 4 0 1 2 4 3 4 3max , ( ) , 2 , , , 0 1C С C C C C С c c c c         { ( )} .  

ФРЗК jZ , 3j   , визначаються згідно з наведеними у праці [12] фор-

мулами (3), (7) і (11), у яких jG  – параметрикс, а jW  – відповідний об’єм-

ний потенціал з невідомою густиною jQ . Тому доведення теорем 1–3 зво-

диться до визначення і дослідження властивостей функцій jG , jQ  і jW . 

Аналогічно до відповідних досліджень з [12, 13] доведення проводиться 
для випадку рівнянь другого порядку з урахуванням властивостей оціню-
вальних функцій. Зауважимо, що сталі jc , 3j   , які визначають 

відповідні оцінювальні функції 
( ,3)

,
( , , , )j j

j j

m

c C
E t x


  , t   , , nx   { } , 3j   , 

що входять в оцінки ФРЗК jZ , 3j   , та його похідних, є різними, при 

цьому 1 2 3c c c  , а    
1 2 3С C C . Тому враховуючи означення (11) і 

співвідношення між показниками Гельдера, маємо такі нерівності: 
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Висновки. У статті запропоновано умови на коефіцієнти вироджених 
рівнянь типу Колмогорова довільного порядку з двома групами просторових 
змінних виродження, які додатково мають виродження на початковій гіпер-
площині, за яких з використанням нової модифікації класичного методу 
Леві побудовано ФРЗК та одержано оцінки цього розв’язку і його похідних. 
Отримані оцінки є менш точними, ніж оцінки з праці [24] для рівнянь дру-
гого порядку, оскільки оцінювальними функціями в них є не експоненти, а 
ряди з експонент, типи спадання яких прямують до нуля. Результати 
статті знайдуть застосування для встановлення коректної розв’язності 
задачі Коші для рівнянь з розглядуваного класу. 
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THE FUNDAMENTAL SOLUTION OF THE CAUCHY PROBLEM FOR DEGENERATE  
PARABOLIC KOLMOGOROV-TYPE EQUATIONS OF ARBITRARY ORDER WITH DEGENERATION  
ON THE INITIAL HYPERPLANE 
 
The degenerate parabolic Kolmogorov-type equations of arbitrary order with two groups 
of spatial variables of degeneration, which, besides that, have degeneration on the initial 
hyperplane, and coefficients, which depend on all variables, are considered. The 
fundamental solution of the Cauchy problem for these equations is constructed. The 
estimates are obtained for this solution and its derivatives. 

Key words: parabolic equations of arbitrary order, degenerated parabolic Kolmogorov 
type equation, degeneration on the initial hyperplane, fundamental solution of the 
Cauchy problem, Levi method. 
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