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УДК 539.3 
 
Р. Ф. Терлецький, О. Б. Гуменчук 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ ТЕПЛОВОГО ТА НАПРУЖЕНОГО СТАНІВ  
В ТРИБОЛОГІЧНИХ СИСТЕМАХ ТА ОПРОМІНЮВАНИХ ДВОШАРОВИХ 
ПЛАСТИНАХ З ПОКРИТТЯМ 
 

Для трибологічної системи, що складається з рухомого однорідного тіла під 
дією притискувального навантаження та нерухомого тіла з покриттям, 
яка моделюється тришаровою пластиною в умовах конвективно-променевого 
теплообміну, отримано узагальнені умови теплообміну через тонкий про-
міжний шар за сухого тертя. З використанням цих умов та наближених 
співвідношень для визначення напружень в основних шарах досліджено те-
пловий і напружений стани двошарової пластини за ускладнених теплових 
контактних умов. Виконано порівняння отриманих розв’язків нелінійної 
задачі теплоперенесення для опромінюваної непрозорої двошарової пластини 
та задачі, сформульованої за наближеного підходу, в якому використовуєть-
ся узагальнена гранична умова при дослідженні теплового стану такої плас-
тини з покриттям. Наведено оцінки застосовності наближеного підходу при 
визначенні температури та напружень. 

Ключові слова: трибологічна система, конвективно-променевий теплообмін, 
три- та двошарова пластини, узагальнені контактна та гранична умови, 
тепловий та напружений стани. 

 
Вступ. У сучасній техніці нові конструкційні елементи часто отриму-

ють шляхом нанесення на основу (підкладку) покрить різного функціональ-
ного призначення, наприклад зміцнювальних чи захисних. Оскільки зміц-
нення чи модифікація поверхневого шару дає можливість попередити за-
родження в них деформаційних дефектів і подальше руйнування (зношу-
вання), то формування захисних покрить на поверхні є перспективним 
способом створення високоміцних і зносостійких елементів конструкцій з 
підвищеними фізико-механічними властивостями та стійкістю до руйнуван-
ня в процесі фрикційної взаємодії [16, 22]. При формуванні шаруватих 
структур, крім основних (функціональних) шарів, можуть утворюватися 
тонкі проміжні шари (прошарки). В окремих випадках тонкі проміжні шари 
виконують основне функціональне призначення, наприклад при створенні 
нових теплозахисних матеріалів і виробів з регульованою теплопровідністю 
чи оптичних елементів для інфрачервоної техніки. 

Під час виготовлення (при термообробці) та експлуатації (зокрема при 
терті) такі шаруваті елементи можуть перебувати в умовах теплового опро-
мінення чи високих температур, коли врахування процесів випромінення та 
поглинання теплової енергії є істотним для оцінки їхнього теплового та тер-
монапруженого станів.  
 Для адекватного дослідження теплового стану шаруватих елементів 
конструкцій і приладів (зокрема з покриттями чи проміжними шарами), які 
перебувають під дією інтенсивних теплових навантажень (зокрема теплово-
го опромінення) в умовах експлуатації чи при виготовленні, необхідно яко-
мога точніше врахувати їхню структуру. Перенос випромінювання, виді-
лення тепла та формування теплових потоків у шаруватих тілах визна-
чається радіаційними властивостями складових шарів. У роботах [3, 10, 13] 
на основі співвідношень феноменологічної теорії поширення випроміню-
вання для непрозорих і частково прозорих тіл [4; 13; 17, Гл. 1–3; 21, Гл. 1–
3] та квазістатичної термопружності [4; 8, Гл. 3] здійснено постановки задач 
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теплопереносу і термопружності за умов ідеального теплового та механіч-
ного контакту в опромінюваних шаруватих тілах зі складовими різної про-
зорості за врахування впливу випромінювання на поверхнях, у частково 
прозорих областях і на межах поділу шарів. Наведено співвідношення, які 
описують тепловий і напружений стани за різних умов закріплення країв 
на безмежності в опромінюваних три- та двошаровій пластинах. Розглянуто 
різні варіанти комбінацій прозорості шарів. 

Врахування тонких приповерхневих чи проміжних шарів при дослід-
женні теплової та механічної поведінки тіл, особливо за врахування впливу 
випромінювання, ускладнює постановку контактно-крайових задач термо-
механіки та застосування аналітичних і числових методів їхнього розв’язу-
вання через необхідність спряження розв’язків в областях з істотно різни-
ми розмірами. Тому їх зазвичай виключають з розгляду, замінюючи фі-
зичною поверхнею зі зведеними тепловими та механічними характеристи-
ками, а їхній вплив враховують узагальненими граничними [19] чи контакт-
ними умовами [6]. Зокрема, отримано такі наближені співвідношення для 
опромінюваних тришарової пластини за наявності тонкого проміжного шару 
[2, 11] та двошарової, один з шарів якої є тонким [9]. У [9] на основі порів-
няння з розв’язком нелінійної задачі теплопереносу для опромінюваної дво-
шарової пластини з шарами різної прозорості за опромінення зі сторони 
частково прозорого шару, отриманим з використанням методу скінченних 
різниць та процедури квазілінеаризації граничних і контактних умов, про-
аналізовано застосовність наближеного підходу, в якому використовується 
узагальнена гранична умова, при дослідженні залежності теплового стану у 
пластині з покриттям від радіаційних властивостей покриття і основи. 
 Теоретичному та експериментальному дослідженню теплопереносу і 
напруженого стану в тілах з покриттями та тонкими прошарками, зокрема 
в умовах теплообміну випромінюванням, присвячено роботи [14, 15, 18, 20, 
23, 24].  
 У цій роботі з використанням запропонованої в [12] постановки задачі 
про дослідження теплового і напруженого станів тіл при сухому терті за вра-
хування теплообміну випромінюванням і отриманої для тришарової пластини 
(один з основних шарів якої містить покриття) узагальненої умови 
теплообміну через тонкий шар та наближених співвідношень для визначення 
напружень в основних шарах для тришарової пластини досліджуємо те-
пловий та напружений стани на основі моделі двошарової пластини за 
ускладнених теплових контактних умов. Також на основі порівняння отрима-
ного розв’язку нелінійної задачі теплопереносу для опромінюваної двоша-
рової пластини з непрозорими шарами проведено оцінку застосовності 
наближеного підходу, в якому використовується узагальнена гранична умова, 
при дослідженні теплового та напруженого станів у пластинах з покриттями.  
 1. Дослідження термомеханічної поведінки тіл з покриттями за су-
хого тертя. За вихідні приймемо отримані в [12] співвідношення для опису 
теплової та механічної поведінки тіл в трибологічній системі за сухого 
тертя. 
 1.1. Постановка задачі про дослідження теплового стану. Розглядає-
мо пару тертя (трибологічну систему), утворену двома тілами. Перше тіло є 
однорідним, а друге – шаруватим, яке складається з основного тіла (під-
кладки), на яке нанесено покриття з метою підвищення зносостійкості. На 
систему діє навантаження, яке забезпечує їхнє притискання (контакт) і ви-
кликає певне (контактне) навантаження на межі поділу. Одне з тіл ру-
хається (ковзає) по поверхні іншого. Система перебуває в умовах складного 
теплобміну [4] із зовнішнім середовищем, що включає теплообмін випро-
мінюванням. 
 Для дослідження теплового стану в тілах з покриттями при експлуата-
ції (сухому терті) розглянемо шарувату систему, зображену на рис. 1. Вона 
складається з шару 1 товщини 1h  та шару 2 товщини 2h , на який нанесено 
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покриття (шар 0) товщини 0h . При 

моделюванні процесів тертя і тепло-
вих процесів будемо виходити з одно-
вимірної моделі суцільного фрикцій-
ного контакту [1], за якої тепловиді-
лення тертя вважають рівномірно 
розподіленими по всій поверхні номі-
нального контакту, обмеженій конту-
ром поверхні тертя. На поверхні 

0z   прикладено розподілене при-
тискувальне навантаження p , яке 

викликає навантаження cp  на по-

верхні 1z h  номінального контакту. Шар 1 ковзає по поверхні 1z h  

номінального контакту зі швидкістю V . Зношуванням поверхонь співдотич-
них тіл нехтуємо. Внаслідок тертя на поверхні 1z h  генерується тепло з 

питомою потужністю fr frq V  , де fr cfp   – сила тертя, f  – коефіцієнт 

тертя [1]. Тут cp  – розподілене навантаження на поверхні 1z h  номіналь-
ного контакту. Залежність коефіцієнта тертя від температури можна прий-
няти лінійною: 0 01 ( )f f A T T  [ ] , де 0T  – початкова температура в сис-

темі, а 0f  – коефіцієнт тертя при 0T . Якщо не враховувати температурну 

залежність, тоді 0A  . 
 Шарувата система в цілому перебуває в умовах конвективного тепло-
обміну з зовнішнім середовищем. З точки зору поглинальних властивостей, 
всі шари вважаємо непрозорими для теплового випромінювання. 
 Згідно з використовуваною моделлю тертя, приймаємо умови ідеально-
го теплового контакту на поверхні поділу 1z h  шару 1 і покриття. Тепло-

вий контакт на межі 1 0z h h   поділу покриття і підкладки (шару 2) теж 

вважаємо ідеальним. 
 Тепловий стан у розглядуваній системі з непрозорих шарів, який 
окреслюємо відхиленням 0j jT T   , 0,1, 2j  , температури від початко-

вої, описуємо рівняннями теплопровідності в шарах, які за сталих густин 

j  і теплофізичних характеристик матеріалів шарів (коефіцієнтів тепло-

провідності jæ  і теплоємності jc , 0,1, 2j  ) мають вигляд 
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де / ( )j j j jc  æ  – коефіцієнти температуропровідності матеріалів шарів. 

Систему рівнянь (1) доповнюємо крайовими умовами, що описують кон-
вективний теплообмін системи з зовнішнім середовищем на поверхнях 

0z  , 1 0 2z h h h h     з урахуванням випромінення теплової енергії, та 

контактними умовами, які виражають теплову рівновагу на межах 1z h  і 

1 0z h h   поділу шар 1 – покриття і покриття – шар 2 з урахуванням 

тепловиділень, зумовлених тертям. Такі контактно-крайові умови для 
системи рівнянь (1) запишемо як 
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де 1s , 2s  – коефіцієнти тепловіддачі з поверхонь шарів 1 та 2 в зовнішнє 

середовище; ext
1 ( )T t , ext

2 ( )T t  – температури повітря в областях 0z   і 

z h  зовнішнього середовища; (1) , (2)  – півсферичні інтегральні ступені 
чорноти поверхонь шару 1 та шару 2 відповідно; B  – стала Стефана –
Больцмана [17, Гл. 3; 21, Гл. 3]. 

1.2. Наближені співвідношення для визначення теплового стану. За-
стосовуючи формальний операторний метод, описаний в [2, 11], дослід-
ження теплової поведінки розглядуваної тришарової системи можемо 
звести до дослідження двошарової. У цьому випадку узагальнені умови 
теплообміну через тонкий проміжний шар, яким моделюємо покриття (всі 
шари непрозорі), матимуть вигляд 
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Тут 0 0 0C h c   – зведена теплоємність проміжного шару; 0 0D h /æ , 1 D/  

– його термоопір. 
 Отже, тепловий стан в розглядуваній системі можемо наближено опи-
сати системою двох рівнянь теплопровідності 
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за граничних (2), (5) і узагальнених (6), (7) контактних умов (при 0 0h  ). 

 1.3. Постановка задачі про дослідження напруженого стану. При до-
слідженні напруженого стану в розглядуваній тришаровій системі для оці-
нювання впливу нагріву при терті ( frq ) і розподіленого притискального на-

вантаження p  на напружений стан компоненти тензора напружень ( )j
ik , 

, , ,i k x y z , і вектора переміщень ( )j
iu , 0,1, 2j  , у шарах подаємо у вигляді 

суми двох складових ( )j q
ik  і ( )j p

ik , зумовлених нагрівом і силовим наванта-

женням відповідно. 
 Напружений стан у тришаровій пластині, що відповідає розподілам 
температури, описуємо співвідношеннями температурної задачі теорії 
пружності, сформульованими відносно компонент тензора напружень [8, Гл. 
4]. За умов ідеального механічного контакту шарів і відсутності силових на-
вантажень на поверхнях пластини вирази для напружень при різних умо-
вах закріплення країв отримано в [3, 10, 13]. Наведемо їх для варіанта 
жорсткого защемлення країв, який використаємо при числових досліджен-
нях: 
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10 1 02 2 0

SC
K h K h h


 

, (1) (0)
2 10 2C K C , (2) (0)

2 02 2C K C . 

 Величину S  і сталі 10K , 02K  визначаємо зі співвідношень 
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1 01

1 1 0

01 2
1 0 2

1 0 20
1 1 1

h hh h

h h h

EE E
S dz dz dz





     
        , 

 0 01 2
10 02

1 0 0 2

1 1
,        

1 1
EE

K K
E E
   

 
   

. (10) 

Тут ( )j
j t j    , а jE , j , ( )j

t , 0,1, 2j  , – модуль Юнґа, коефіцієнт Пуас-

сона та лінійний коефіцієнт температурного розширення матеріалів шарів. 
 Напруження, зумовлені силовим навантаженням, знаходимо із системи 
рівнянь 

 
2 ( )

2
0,       0,1,2

j p
zz j
z

 
 


, (11) 

за таких граничних умов: 

 (1) (2)(0, ) ,            ( , ) 0p p
zz zzt p h t     . (12) 

 Контактні умови, які забезпечують рівність переміщень, мають такий 
вигляд: 

 
(1) (0)

(1) (0) 1 1
1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ),        

p p
p p zz zz

zz zz

h t h t
h t h t

z z
 

   
 

, 

 (1) (0)
1 0 1 0( , ) ( , )p p

zz zzh h t h h t     , 

 
(1) (0)

1 0 1 0( , ) ( , )p p
zz zzh h t h h t

z z
   


 

. (13) 

Розв’язок рівнянь (11) за гранично-контактних умов (12), (13) буде таким: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    ,      0,1,2
1

jj p j p j p j p j p
zz xx yy zz

j

p
z p j

h


          

 
. (14) 

 Зі співвідношень (14) знаходимо розподілене навантаження cp  на по-

верхні 1z h  номінального контакту: c 11 /p p h h ( ) . 
 У [2, 11] для двошарової пластини з проміжним шаром наведено набли-
жені вирази для теплових напружень в основних шарах за різних умов 
закріплення країв на безмежності. В цьому випадку напруження в шарах 1 
та 2 визначаються співвідношеннями (9) при 1,2j  . Для варіанта жорстко-

го защемлення країв отримуємо такі вирази для сталих ( )
2
jC : 

 (1) (2)
2 10 2 02

10 1 02 2
,       ,       SC K C C K C C

K h K h
  


, (15) 

де 
1

1 0

1 2
1 2

1 20
1 1

h h

h h

E E
S dz dz



   
     . 

 Отримані співвідношення для напружень доповнюють співвідношення 
(6)–(8) для визначення температури. В сукупності вони дають можливість 
описати теплоперенесення і тепловий напружений стан в трибологічній 
системі, яка містить покриття, використовуючи модель двошарової пласти-
ни за ускладнених теплових контактних умов. 
 1.4. Дослідження застосовності моделі двошарової пластини при 
знаходженні теплового та напруженого станів. Дослідження застосовності 
моделі виконано шляхом порівняння розв’язків точної і наближеної задач. 
Розв’язок точної задачі отримано в [12] на основі співвідношень (1)–(5), що 
описують тепловий стан, і (9), (10), що визначають температурні напружен-
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ня. Наближена задача передбачає знаходження теплового стану з рівнянь 
теплопровідності (8) за граничних (2), (5) і узагальнених (6), (7) контактних 
умов та температурних напружень за співвідношеннями (9) при 1,2j   та 
(15). 
 Тепловий стан в обох випадках визначали методом скінченних різниць 
з використанням неявної різницевої схеми та ітераційних методів [12]. 
Збіжність ітераційного процесу забезпечено «високим» ( 0.01 ) коефіцієн-
том стиску відповідного побудованого оператора [12]. При цьому для зна-
ходження температури на кожному часовому кроці використано метод про-
гонки (для системи рівнянь з тридіагональною матрицею), а для потоків 
тепла на основах шарів – метод Ґаусса з вибором головного елемента.  

Зумовлені фрикційним нагрівом теплові напруження в системі за знай-
деним чисельно розподілом температури визначали з використанням чис-
лового інтегрування (методом Сімпсона).  

За матеріали шарів 1 та 2 вибирали сталь У8, а покриття – сталь 
12Х18Н10Т (як і в експериментах на зношування тіл з покриттями [16]). 
Згідно з [5, 7] теплофізичні та механічні характеристики матеріалів шарів 
(середньоінтегральні на проміжку нагріву від 20С до 1000С) є такими  
– сталь У8: 
 43æ Вт/(м  К),  7920  кг/м3, 528с  Дж/(кг  К), 

 51.038 10   м2/с,  50s  Вт/(м2
  К), 0.5  , 

 111.85 10E   Па,  0.28  , 51.35 10t
   К–1; 

– сталь: 12Х18Н10Т: 
 20æ Вт/(м  К), 7839  кг/м3, 500с  Дж/(кг  К), 

 50.505 10   м2/с, 50s  Вт/(м2
  К), 0.5  , 

 111.74 10E   Па,  0.28  ,  51.75 10t
   К–1. 

 Прикладене притискувальне розподілене навантаження p , як і в екс-

периментах [16], приймаємо рівним 1p  МПа. Температуру зовнішнього 

середовища приймаємо рівною початковій у системі: 0 293.15T  К. 

 Нижче на рисунках штриховими лініями наведено результати число-

вих досліджень розподілів за товщиною температури T  та напружень q   
q  , ,x y , в системі в моменти часу 1000, 2000, 4000t  с для різних 

значень товщини покриття (проміжного шару) при швидкості 1V  м/с ру-
ху шару 1 за співвідношеннями наближеної задачі. Товщини 1 2 0.01h h  м 
основних шарів вибирали такими самими, як при обчисленнях для три-
шарової системи (точна задача), результати яких (для порівняння) подано 
суцільними лініями. Наведені криві обчислено з урахуванням тепловіддачі 
випромінюванням з поверхонь шарів 1 і 2. 
 Результати обчислень за товщини покриття 0 0.0002h  м показано на 

рис. 2 та рис. 3, за товщини 0 0.0005h  м – на рис. 4 та рис. 5, а за товщини 

0 0.001h  м – на рис. 6 та рис. 7. 

 Наведені на рис. 2 – рис. 7 графіки демонструють, що точність визна-
чення температури та напружень за наближеними співвідношеннями 
зростає зі зменшенням товщини покриття (проміжного шару). За малої 
товщини покриття, 0 0.0002h  м, отримуємо завищені значення, а за біль-

ших, 0 0.0005, 0.001h  м, – занижені. Так для значень товщини 0h   

0.0002, 0.0005, 0.001 м максимальні відхилення температури на поверхні 

контакту не перевищують 2.53С, 11.6С, 18.07С, що відповідає таким зна-
ченням максимальних відносних похибок: 0.48%, 2.36%, 3.65%. 
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 Рис. 2  Рис. 3 

  

 Рис. 4  Рис. 5 

  

 Рис. 6 Рис. 7 

2. Тепловий та напружений стани непрозорої двошарової пластини. 
У [10, 13] чисельно-аналітичним методом досліджено термомеханічну пове-
дінку опромінюваної двошарової пластини з шарами різної прозорості за 
опромінення зі сторони частково прозорого чи непрозорого шару, а в [9] 
проведено оцінку застосовності наближеного підходу (в якому використову-
ється узагальнена гранична умова) при дослідженні теплового стану у 
пластині з частково прозорим покриттям залежно від радіаційних власти-
востей покриття і основи. Проведемо такі дослідження числовим методом 
для пластини з непрозорими складовими.  

Спочатку дослідимо тепловий та напружений стани двошарової не-
скінченної пластини, утвореної шарами 1 та 2 з товщинами 1h  та 2h  (див. 
рис. 8).  
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 Пластина перебуває під дією ди-
фузного випромінювання спектральної 
інтенсивності ( , )s V sI kI T    [4, 11] 

від паралельної до шарів нагрітої ізо-
термічної поверхні, температуру sT  

якої вважаємо заданою. Тут ( , )V sI T   

– інтенсивність випромінювання абсо-
лютно чорного тіла [17, Гл. 2; 21, 
Гл. 1], яка залежить від довжини хви-
лі випромінювання   та температури 

sT . Коефіцієнт пропорційності k  дає 
змогу врахувати енергетичні характе-
ристики реального джерела випромінювання. 
 Рівняннями теплопереносу в пластині є рівняння теплопровідності (1) 
при 1,2j   (див. рис. 8). Стосовно контактно-крайових умов припускаємо, 
що поверхні шарів є дифузно-сірими [21, Гл. 3], а температура зовнішнього 
середовища дорівнює початковій температурі в пластині. Подамо їх у 
вигляді 
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 
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4(2)2

2 2 2 2 0
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( , ) ( , ) 0s B

h t
h t h t T

z


        


[ ]æ , (16) 

де 1 2h h h  ; (1) , (2)  – півсферичні інтегральні ступені чорноти повер-

хонь шару 1 та шару 2 відповідно; B , як і раніше, – стала Стефана –
Больцмана. 
 Напруження в шарах визначаємо за співвідношеннями для випадку 
жорсткого защемлення країв [10, 13]: 

 (1) (1) (1) 1
1

1 1 2 121xx уу

E S
h h K

        
   /
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 (2) (2) (2) 2
2

2 1 2 12 121xx yy

E S
h h K K

        
   / /( )
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Тут 
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1 2
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1 20
1 1

h h

h

E E
S dz dz    

     , 1 2
12
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E
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E
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
 

. 

Для числових розрахунків за матеріал шару 1 вибирали сталь 
12Х18Н10Т, а шару 2 – сталь У8. Характеристики сталей наведено у п. 1.4. 
Температуру випромінювальної поверхні приймали рівною 2500sT  К, а 

інтенсивність її випромінювання визначали при 1k  . Товщину шару 2 
вважали сталою: 2 0.01h  м. Методику розрахунку описано у п. 1.4. 

 Зміну в часі температури T  і напружень   ( (2)  – зі сторони шару 2) 
на поверхні контакту шарів для значень 1 0.001, 0.005, 0.01h  м товщини 
шару 1 показано на рис. 9 і рис. 10 суцільними кривими 1–3. Штрихові 
криві на цих рисунках відповідають розрахункам за лінійною задачею теп-
лопровідності, в якій не враховано тепловіддачу випромінюванням з повер-
хонь шарів, тобто в останніх доданках першої та четвертої з умов (16) при-

ймали (1) (2) 0    .  

 
Рис. 8 
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 Рис. 9 Рис. 10 

Такі самі зміни температури T  і напружень   для значень товщини 

1 0.0002, 0.0005, 0.001h  м шару 1 показано суцільними та штриховими лі-
ніями 1–3 на рис. 11 і рис. 12. 

  

 Рис. 11 Рис. 12 

 Рис. 9 – Рис. 12 засвідчують, що при дослідженні теплового та напру-
женого станів опромінюваної непрозорої шаруватої пластини необхідно 
враховувати теплообмін випромінюванням. 

 Розподіли температури T  та напружень   ( (1) , (2) ) за товщинною 
координатою (нелінійна задача) в моменти часу 300t  с (штрихові лінії) та 

1000t  с (усталений тепловий режим, суцільні лінії) наведено на рис. 13 та 

рис. 14 для різних значень 1 0.001h  м, 2 0.005h  м, 3 0.01h  м товщини 
шару 1 (криві 1–3). Для кращої наочності зображення використано коорди-

нати 3i iz z h h   , 1,2,3i  , де 20, iz h h [ ] , 3 2 3,i iz h h h h  [ ] . 
На рис. 13 та рис. 14 бачимо, що за фіксованої товщини шару 2 темпе-

ратура та напруження зростають зі збільшенням товщини шару 1. Най-
більші рівні напружень досягаються на поверхнях шарів: розтягувальні – 
на поверхні шару 1 (зі сторони опромінення), а стискальні – на поверхні 
шару 2.  

 Аналогічні розподіли температури T  та напружень   ( (1) , (2) ) на-
ведено на рис. 15 та рис. 16 для значень 1 0.0002, 0.0005, 0.001h  м товщини 
шару 1 (криві 1–3). 

У роботі [9] отримано наближені співвідношення, що базуються на ви-
користанні узагальнених граничних умов для опису процесів теплопереносу 
в опромінюваних пластинах з покриттями, в яких покриття та підкладка з 
товщинами 1h  та 2h  відповідно мають різну прозорість. Тут розглянемо ва-
ріант непрозорої пластини з непрозорим покриттям, який використаємо 
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при наближеному дослідженні теплового стану. Тоді теплоперенесення у 
пластині з покриттям описується рівнянням теплопровідності 

  

 Рис. 13 Рис. 14 

  
 Рис. 15 Рис. 16 
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, (17) 

а узагальнена гранична умова має вигляд 
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4(1) (1) 4

1 0( , ) 0B B sh t T T        [ ] . (18) 

Тут 1 1h  æ – зведена термо(тепло)провідність,  
 Гранична умова на нижній основі (підкладці) має такий вигляд: 
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Наближені вирази для визначення напружень у підкладці за умов 
жорсткого защемлення країв пластини з покриттям одержано в [9]: 
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 Температуру і напруження в пластині з тонким покриттям (шар 1) 
визначали за вказаною вище чисельною методикою зі співвідношень (17)–
(20). Дослідження проводили при 1 0.0002, 0.0005, 0.001h  м. Обчислення 
показали, що для таких значень товщини покриття різниця температур і 
напружень при розрахунку за точними та наближеними співвідношеннями 
неістотна. Так, при нагріві до 1150С за розглядуваних значень товщини по-
криття 1 0.0002, 0.0005, 0.001h  м різниця температур не перевищує 0.9С, 

2.2С, 4.3С, що відповідає таким значенням максимальних відносних 
похибок: 0.08%, 0.19%, 0.38%. 

Зміну в часі теплових напружень   на поверхні контакту 1z h , обчи-
слених за нелінійних умов теплообміну (18), (19), показано на рис. 17 су-
цільними лініями, а за нехтування впливом випромінювання – штриховими. 
Кривим 1–3 відповідають значення 1 0.0002, 0.0005, 0.001h  м товщини по-
криття. 

 

Рис. 17 

З аналізу рис. 17 випливає необхідність врахування теплообміну випро-
мінюванням при використанні узагальнених умов теплообміну через по-
криття, оскільки його нехтування призводить до завищених значень напру-
жень. 
 Висновки. Здійснено постановки і розроблено методи розв’язування за-
дач термомеханіки про дослідження теплового та напруженого станів тіл 
(одне з яких містить покриття) за сухого тертя і опромінюваних пластин з 
покриттями. Проведено числові дослідження температури та напружень в 
розглядуваній тришаровій трибологічній системі та пластині з покриттям. 
Вивчено вплив неврахування тепловіддачі випромінюванням на рівні тем-
ператури та напружень в досліджуваних тілах. Проведено оцінку застосов-
ності наближених підходів (в яких використовують узагальнені граничні чи 
контактні умови) при дослідженні теплового та напруженого станів. 
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STUDY OF THERMAL AND STRESS STATES IN TRIBOLOGICAL SYSTEMS AND IRRADIATED 
TWO-LAYER PLATES WITH COATING 
 
For a tribological system consisting of a moving homogeneous body under the action of 
a compressive load and a stationary solid with coating, which is modeled by a three-
layer plate under convective-radiative heat exchange, the generalized conditions of heat 
exchange through a thin interlayer under dry friction are obtained. Using these 
conditions and approximate relations for determining the stresses in the main layers, 
the thermal and stress states for such a plate are investigated for a two-layer plate 
under complicated thermal contact conditions. The obtained solutions of nonlinear heat 
transfer problems for an irradiated opaque two-layer plate and the one formulated by 
the approximate approach (which uses a generalized boundary condition to study the 
thermal state of such plate with coating) are also compared. The estimates of 
applicability of the approximate approach in determining the temperature and stresses 
are presented. 

Key words: tribological system, convective-radiative heat exchange, three- and two-
layer plates, generalized contact and boundary conditions, thermal and stress 
states. 
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